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Avant-propos

Ce cours est basé sur quelques parties communes des programmes d’analyse de
lagrégation interne et externe. Les parties de ces programmes non traitées dans
ce volume le seront dans un deuxiéme volume destiné aux candidats a ’agréga-
tion externe. Ce cours est ’occasion de réviser des notions de base pour ’écrit et
les exercices proposés peuvent constituer un bon entrainement pour les épreuves
écrites et étre utilisés pour des développements dans les lecons d’oral.

Le premier chapitre est consacré & I’étude des corps ordonnés avec pour finalité
une construction du corps des réels. Dans un premier temps on énonce un résul-
tat qui nous donne une série d’équivalences pour qu’un corps de caractéristique
différente de 2 soit totalement ordonné. On s’intéresse ensuite a I’étude des suites
sur un tel corps avec les notions de suites convergentes, monotones, adjacentes, de
Cauchy et on donne une série d’équivalences pour qu’un corps totalement ordonné
soit archimédien. On donne également des équivalences relatives a 'existence de
borne inférieure ou supérieure. Ces résultats permettent de mieux comprendre les
propriétés du corps des réels une fois ce dernier construit. Cette construction est
faite en fin de chapitre a partir des suites de Cauchy.

Les chapitres 2 et 3 sont consacrés aux propriétés topologiques des espaces mé-
triques et normés. On y étudie les notions de boules, voisinages, ouverts, fermés,
intérieur, adhérence, compacts, précompacts, relativement compacts et connexes.
On s’intéresse également a I’étude des suites et des fonctions continues. Dans le cas
des suites réelles, on s’intéresse aux notions de limites inférieure et supérieure. Les
suites et les fonctions continues sur les compacts sont particuliérement étudiées
avec entre autres le théoréeme de Baire, le théoréme de Heine, la notion d’équi-
continuité avec le théoréme d’Ascoli et le théoréme de point fixe de Picard. Dans
le cas des espaces normés, on s’intéresse en particulier aux applications linéaires
continues, a I’équivalence des normes en dimension finie, aux opérateurs compacts
et aux sous-groupes additifs d’'un espace vectoriel de dimension finie. I’étude des
sous-groupes additifs de R est appliquée a quelques résultats d’irrationalité et a
I’étude du groupe des périodes d’une fonction.

L’étude des séries dans un espace normé est faite au chapitre 4. Ce chapitre
se termine par des applications a ’étude des espaces £7, des moyennes de Cesaro,
d’Euler, de Toeplitz et par celle des produits infinis de nombres complexes.

Les suites et séries de fonctions sont étudiées aux chapitres 5 et 7 avec les no-
tions de convergences simple, uniforme et normale. On s’intéresse a la fonction
exponentielle sur un espace de Banach. En se limitant au corps des nombres com-
plexes, on donne une définition du nombre 7 et des fonctions argument principal
et logarithme d’un nombre complexe. Dans le cas des suites de fonctions sur un
compact, on dispose des théorémes de Dini, de Stone-Weierstrass et de Weiers-
trass polynomiale et trigonométrique. Dans le cas des séries entiéres, on s’intéresse
a l'étude au bord du disque de convergence et au cas particulier des fonctions
analytiques réelles out I’on rencontre les théorémes de Borel et de Bernstein.

Les fonctions d’une variable réelle & valeurs dans un espace normé sont étu-
diées au chapitre 6 : continuité, comparaison des fonctions, monotonie, fonctions
réglées, dérivabilité, développements limités et asymptotiques, convexité. On com-
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pléte I’étude des suites et séries de fonctions d’une variable avec les théorémes de
permutations de limites.

Les chapitre 8, 9 et 10 sont consacrés a I’étude de 'intégrale de Riemann sur
un segment et sur un intervalle réel borné ou non (intégrales impropres). L’inté-
grale des fonctions réglées sur un segment est définie a partir de I'intégration des
fonctions en escalier par densité et prolongement d’une application uniformément
continue. L’intégrale de Riemann sur un segment est définie dans un deuxiéme
temps. On y démontre en particulier le critére d’intégrabilité de Lebesgue qui
nous dit qu’une fonction est Riemann-intégrable sur un segment si, et seulement
si, elle est bornée et 'ensemble de ses points de discontinuité est négligeable. On
fait également le lien avec le probléme de I'existence de primitives. On s’intéresse
aussi a4 'approximation des fonctions intégrables sur un segment par des fonctions
continues. Pour ce qui est des suites et séries de fonctions, on s’intéresse aux pro-
blémes de permutations des signes d’intégration et de passage & la limite ou de
sommation (théorémes de convergence monotone et dominée). On étudie bien en-
tendu les intégrales dépendant d’un paramétre en s’intéressant en particulier aux
fonctions eulériennes gamma et béta. A titre d’applications, on s’intéresse aux in-
tégrales de Wallis (classiques et généralisées), aux polynomes de Bernoulli et a la
formule d’Euler-Maclaurin. L’étude des séries numériques est complétée en faisant
la comparaison avec une intégrale impropre.

Le chapitre 11 est consacré aux séries de Fourier des fonctions périodique et lo-
calement Riemann-intégrable. On s’intéresse & 'approximation des fonctions conti-
nues 27m-périodiques par des polyndémes trigonométriques. Le chapitre se termine
par des applications : développement en produit infini de sin (z), calcul de ¢ (2p)
pour p € N*, I’équation de la chaleur et I’équation des ondes.

L’étude des espaces normés est complétée par celle des espaces préhilbertiens au
chapitre 12. Le théoréme de projection orthogonale nous donne une autre présen-
tation des séries de Fourier. On rencontre dans ce chapitre les théorémes de Miintz
qui permettent de caractériser les suites strictement croissantes de réels positifs
pour lesquelles l'espace vectoriel Vect {z**, n € N} est dense dans C°([0,1],R)
pour les normes quadratique ou uniforme.

Au chapitre 13 on étudie les polyndémes orthogonaux. La présentation de ces
polynomes associés a une forme linéaire définie positive est inspirée du livre [5] de
Theodore Chihara. Elle permet de justifier la présentation classique des polynoémes
de Legendre, Tchebychev, Laguerre et Hermite par des formules de Rodrigues. Les
polynomes de Legendre sont étudiés de fagon plus détaillée. Ce chapitre se termine
par une introduction aux développements en série de polyndémes orthogonaux avec
des résultats analogues & ceux obtenus pour les séries de Fourier.

Enfin les deux derniers chapitres sont consacrés aux variables aléatoires dis-
crétes et réelles, les notions de base sur les espaces probabilisés étant supposées
acquises. La définition de l'espérance d’une variable aléatoire réelle en lien avec
I'intégrale de Riemann des fonctions monotones est inspirée du livre [21] de Charles
Suquet ou cette étude est particuliérement détaillée. Ces chapitres peuvent étre vus
comme des applications des résultats sur les séries numériques, les séries entiéres
et l'intégrale Riemann définie ou généralisée.

Pour conclure, je tiens a remercier les éditions De Boeck et en particulier Alain
Luguet pour la confiance qu’ils m’accordent en publiant ce travail.



Chapitre 1

Le corps des nombres réels

On suppose connus l’ensemble N des entiers naturels, 'anneau Z des entiers
relatifs et le corps Q des nombres rationnels.

1.1 Corps totalement ordonnés

On rappelle qu'une relation d’ordre sur un ensemble non vide E est une relation,
que l'on notera <, telle que :

e pour tout x € F, on a x < x (réflexivité) ;

e siz,y dans F sont tels que z < y et y < z, on a alors © = y (anti-symétrie) ;

e siz,y,z dans E sont tels que x < y et y < z, on a alors & < z (transitivité).

Si de plus, on a pour tous x,y dans E, ¢ < y ou y < x, on dit alors que la

relation d’ordre est totale.
Un ensemble non vide E muni d’une relation d’ordre [resp. d’ordre total] est

dit ordonné [resp. totalement ordonné].
Si (F, <) est un ensemble ordonné, on notera respectivement, pour tous z,y

dans F :
e y>xpourzx <y (relation d’ordre inverse associée a S) ;
e x <y pour x <yetax#y (ordre strict associé a <);

e x>y poury<x.

Définition 1.1. Un corps totalement ordonné est un corps commutatif K
muni d'une relation d’ordre total < compatible avec les opérations d’addi-
tion et de multiplication, c’est-a-dire telle que :

((m,y,z,t)€K3, xgyettZO):(x—i—zgy—i—zetxtgyt)

Si (K, <) est un corps totalement ordonné, on note alors :
Kt={zeK;2>0}, K ={reK; 2 <0}

Les éléments de KT sont dits positifs et ceux de K~ négatifs. Dans un tel corps,
on a les « regles des signes » suivantes :
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e © <0etx>0équivaut & z = 0 (anti-symétrie de <);

e r <0 équivaut & —z > 0 (siz <0, alors 0 = 2+ (—z) < —x, si —z > 0,
alors 0 =z + (—x) > z);

e siz>0ety >0, alors xy > 0 (on multiplie par y la premiére inégalité) ;

esiz<0ety<0,alorszy >0 (—z >0, —y>0,donczy = (—z)(—y) > 0);

e 1>0(1#0et1=12>0 daprés les deux points précédents) ;

e siz<0Oety>0,alorszy <0 (—z >0, donc —azy = (—z)y > 0et a2y <0);

. 1 1 ) 1 . 1
e siz >0, alors — >0 (— <0 donnerait 1 =2z— <0);si z <0, alors — < 0.
x x T x

Exemples 1.1 Les ensembles de nombres N et 7 sont totalement ordonnés par la
relation d’ordre usuelle < et Q est un corps totalement ordonné.

Lemme 1.1 Soit (K, <) un corps totalement ordonné. Pour tout entier n > 1 et
n

toute famille (x;), ., d’éléments de K on a Zw? > 0, l’égalité étant réalisée si,
i=1
et seulement si, tous les x; sont nuls.

Démonstration On procéde par récurrence sur 'entier n > 1. Pour n = 1,
il s’agit de montrer que pour tout € K, on a 2? > 0, ce qui se déduit des
régles de signes précédentes. Supposons le résultat acquis au rang n > 1 et soit
(i)1<i<pyq une suite d’éléments de K. En ajoutant z7_; aux deux membres de

n+1
I'inégalité 0 < Zw , on obtient 0 < 22, < fo Si (2i)1<i<n € K" est telle
i=1 i=1

n
que Zac =0,on aalors 0 <z ? < Z 3 = 0 pour tout entier j compris entre 1
i=1

et n, ce qui implique que ;v =0, soit que z; = 0 (on est dans un corps). ]

Dans le cas particulier ou tous les z; sont égaux a 1 dans le lemme précédent,
n

0nan:n~1:212>Op0urt0utn6N*.
i=1
Du théoréme précédent, on déduit qu’un corps algébriquement clos ne peut

étre totalement ordonné (exercice 1.1). C’est le cas en particulier pour le corps C
des nombres complexes (le corps des réels et celui des complexes étant supposés
construits).

Théoréme 1.1.

Un corps totalement ordonné est de caractéristique nulle.

Démonstration Soit K un corps de caractéristique p > 2 (un nombre premier).
Si K est totalement ordonné, on a alors 0 <1 < p-1=0et 1 =0, ce qui est
impossible dans un corps. ]

Il résulte du théoréme précédent que 'anneau Z des entiers relatifs et le corps
@Q des nombres rationnels s’injectent dans tout corps totalement ordonné K et un
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tel corps est en particulier infini. Le sous-corps premier de K (& savoir le plus petit
sous corps de K) est identifi¢ & Q.
Pour toutes parties non vides A et B d’un corps commutatif K, on note :

—A={-z, €A}, A+ B={x+y, (z,y) € Ax B}
AB:{JZy’ (x’y)GAXB}

Théoréme 1.2.

Un corps commutatif K est totalement ordonné si, et seulement si, il
existe une partie P de K telle que :

{pm(—P)z{O}, Pu(-P)=K (1.1)
P+PCP, P-PCP '

En cas d’existence d’une telle partie P, la relation < définie sur K par :
(z<y)e @y-zeP)

est une relation d’ordre total compatible avec la structure de corps de K.

Démonstration Si (K, <) est un corps totalement ordonné, on vérifie alors que

I'ensemble P = KT des éléments positifs de K vérifie les propriétés (1.1). Si z est
dans PN (—P), on a alors > 0 et < 0, soit x = 0. Réciproquement 0 est bien
dans PN (—P). Soit € K. On a soit « € P, soit ¢ P et dans ce cas z < 0
(Pordre est total), y = —z € P et t = —y € —P. On a donc bien PU (—P) =K
(Pinclusion P U (—P) C K étant évidente). Si = et y sont dans P, on a alors = > 0
et y > 0, donc x +y > 0et xy > 0. On a donc bien P+ P C Pet P- P C P.
Réciproquement supposons qu'il existe une partie P de K vérifiant les propriétés
(1.1). On définit la relation < sur K par :

(r<y)e (y—zeP)

et on vérifie que c’est une relation d’ordre total compatible avec la structure de
corps de K. Pour tout x € Kon ax —x =0 € P, donc z < z. La relation est
réflexive. Si x,y dans K sont tels que z < y et y < z, on a alors y — z € P et
x—y € P, doncy—x=—(x—y) € PN(—P) et y = x. La relation est anti-
symétrique. Si x, y et z sont des éléments de K tels que z <y et y < 2, on a alors
z—x=(y—x)+ (z—y) € P, est-a-dire que x < z. La relation est transitive.
Avec P U (—P) = K on déduit que l'ordre est total. Si x < y dans K, on a alors
(y+2)—(x+2) € Ppour tout z dans K, donc x + z <y+z2. Siz<yet 0< z
dans K, avec P+ P C P on déduit que z (y — ) € P et 2z < yz. [

Corollaire 1.1. Il existe une unique relation d’ordre total sur Q compatible
avec sa structure de corps.

Démonstration Q est déja totalement ordonné avec l'ordre usuel. Soit = une
relation d’ordre total sur Q compatible avec sa structure de corps. Le lemme 1.1
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nous dit que N C Q* = {r € Q, 0 2 r}, ce qui implique que pour tout n € N*,
1

~—-.1€Q" Avec Q" -QF c Q*, on déduit que :

n

P:{g,peN,qEN"‘,p/\qzl}CQJr

p

Réciproquement sir = = € Q" avec p € Z, ¢ € N* et pAg =1, p = qr est

q
alors dans Z N QT = N (en effet si p est négatif, on a alors —p € N C QT et
1
—r == (—p) € QT, ce qui impose r = 0). On a donc P = Q7, ce qui détermine

de maniére unique ’ordre compatible sur Q. ]

Corollaire 1.2. Si (K,<) est un corps totalement ordonné, alors tout
sous-corps de K est totalement ordonné par < et tout corps isomorphe a K
est totalement ordonné.

Démonstration Soit (K, <) un corps totalement ordonné. Si L est un sous
corps de K, le sous-ensemble P = LNK™ de L vérifie alors les propriétés (1.1) du
théoréme 1.2 et il en résulte que le corps L est totalement ordonnable par < . Soit
o un isomorphisme de K sur un corps commutatif .. On vérifie facilement que le
sous-ensemble P = o (K*) de L vérifie les propriétés (1.1) du théoréme 1.2, ce qui
implique que le corps LL est totalement ordonnable par la relation :

(xjy)@(y—xEU(K"’))

En écrivant que z = o (u), y = o (v) avec u, v uniquement déterminés dans K, la
condition y — 2 = o (w) avec w dans K équivaut a v —u = w € KT, soit a u < v.
La relation d’ordre sur L est donc naturellement définie par :

(x Sy dans L) & (O'_l (z) <o ' (y) dans K)

Le théoréme qui suit nécessite le lemme (ou 'axiome de Zorn) que nous rappe-
lons.

Si (F, <) est un ensemble ordonné et A une partie de F, on dit alors qu’un
élément m de E est un majorant de A, si on a x < m pour tout x € A.

On dit que (F, <) est inductif si toute partie non vide et totalement ordonnée
de F admet un majorant.

On dit qu’un élément m d’une partie non vide A de E est maximal si, pour
tout € A, la condition m < = entraine x = m.

Le lemme de Zorn affirme que tout ensemble non vide, ordonné et inductif
admet un élément maximal. Ce lemme (qui peut étre pris comme un axiome) est
équivalent a I’axiome du choix ou & 'axiome de Zermelo.
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Théoréme 1.3.

Soient K un corps de caractéristique différente de 2, Co = {m2, T € ]K}
lensemble des carrés de K et ), le sous-ensemble de K dont les éléments
peuvent s’écrire comme somme finie de carrés. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. K est totalement ordonné ;

2. K#ZQ;

3. —1 n’est pas somme de carrés dans K ;

n
4. une somme de carrés E x? est nulle dans K si, et seulement si, tous les

i=1
x; sont nuls;

5. il existe une partie P de K telle que Co C Py P+ P C P, P-P C P et
Pn(—=P)={0}.

Démonstration

(1) = (2) On suppose que (K, <) est totalement ordonné. De Cy C Kt (lemme
1.1) et Kt + Kt C K, on déduit que ), € Kt et comme K ¢ K (-1 ¢ K
car KT N (—=K™") = {0}), il en résulte que ), ¢ K.

(2) = (3) Supposons que », & K. Si —1 € },, on a alors pour tout = € K,

1\ 2
(-1 (1 — a?—2&— ) € >, (K étant de caractéristique différente de 2, on peut

2 2
1
+ (m;— ) € > 5, ce qui

.. +1
diviser par 2 dans ce corps) et x = — <1 2 5 )

contredit '’hypothése de départ.

n
(3) = (4) Supposons que —1 ¢ >, et soit (x;); ., € K" tel que fo = 0. Si
:L B ) i=1
j est un indice tel que z; # 0, on a alors —1 = Z (—) €>, (pourn=1,le
Py
i—1 i
i)
résultat est trivial), ce qui contredit ’hypothése de départ. Les x; sont donc tous
nuls.

(4) = (5) On suppose que 0 n’est pas somme de carrés non tous nuls. Pour
P=3,, onafacﬂement CQCP P+PCPetP PCP.Size Pn(-P),il

s’écrit alors = Zx = Zy et on a Zx + Zy] = 0, ce qui entraine que

1=1 Jj=1 =1 Jj=1
tous les x; et tous les y; sont nuls, soit que x = 0.

(5) = (1) Pour cette implication, nous avons besoin du lemme de Zorn. Soit :

E={QCK;(,CQ, Q+QCQ, Q-QCcQ, Qn(-Q)={0}}

L’hypothése (5) nous dit que E est non vide. Il est partiellement ordonné par C
et est inductif. En effet si A est une partie non vide totalement ordonnée de E,
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on montre alors que M = U Q est dans E et majore A. C5 qui est contenu dans

QEA
tous les ) € A est aussi contenu dans M. Si z,y sont dans M on a x € @ et

y € Q avec @ C Q' ou Q' C Q (A est totalement ordonné), donc = + y est dans
Q'+ Q C Q oudans Q+ Q C Q, soit dans les deux cas x +y € M. On voit de
maniére analogue que M-M C M. Enfinsiz € MN(—M),onaxz € Q et —z € Q’,
donc z est dans QN (—Q) ou dans Q' N (—Q’) et il est nul. Le lemme de Zorn nous
dit alors que E admet un élément maximal P. Si on montre que P U (—P) = K
on aura montré que K est totalement ordonnable (théoréme 1.2). Soit donc z € K
et supposons que x ¢ P. Montrons que Q = P — 2P = {y —xz, (y,2) € PQ} est
dans E. On a Cy C P C Q. Avec P+ P C P, on déduit que Q + Q C Q. Si
up = Y1 — xz1 et us = Yo — x29 sont dans @, on a alors ujus = y3 — w23 avec
Y3 = y1ys + 212022 € P-P+P-P-Co CPet 23 =z21ya+y120 € P-P+P-PCP
puisque Co C P, P-PCPet P+ P CP.OnadoncQ-Q C Q.SiueQnN(—-Q),
on aalors u = y; —az1 = — (y2 — x22) et y1 +y2 = x (21 + 22). Si 21 + 20 = 0,
on a alors y; + y2 = 0, ce qui implique que y; = —y2 et 21 = —z9 sont dans

2
PN(—=P)={0} et u=0.8i 2z + 2 #0, alorsx:( > (y1 4+ y2) (21 + 22)
z1 + 22

est dans Cy- P-P C P, ce qui contredit € P. On a donc QN(—Q) = {0} . Au final,
ona@ € F avec P C Q et P maximal, ce qui implique Q = Pet —x € Q C P,
soit x € —P. ]

Théoréme 1.4. Artin-Schreier

Un corps commutatif K est totalement ordonné si, et seulement si, —1
n’est pas somme de carrés dans K.

Démonstration Si K est totalement ordonné, il est alors de caractéristique
nulle et le théoréme précédent nous dit que —1 n’est pas somme de carrés dans K.
Réciproquement, si —1 n’est pas somme de carrés dans K, le corps K est alors de
caractéristique différente de 2 (on a —1 = 12 dans un corps de caractéristique 2)
et le théoréme précédent nous dit que K est totalement ordonnable. ]

1.2 Minorants et majorants dans un corps totale-
ment ordonné

Pour ce paragraphe (K, <) désigne un corps totalement ordonné. Ce corps est

de caractéristique nulle et Q en est un sous corps (plus précisément, le sous-corps

premier de K est isomorphe a Q). On note K™* = K™\ {0} = {z € K, z > 0} et

les éléments de K** sont dits strictement positifs.
Pour tous a < b dans K, on définit les ensembles :

[a,b] ={x €K, a <z <b}, [0, ={z €K, a <z <b}

la,b] ={z €K, a<x<b}, |Ja,b[={x €K, a <z < b}
Pour a = b, on a [a,b] = {a} et [a,b] =]a,b] =]a,b] = 0.
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Ces ensembles sont appelés intervalles et un ensemble du type [a, b] est appelé
segment.

On peut définir sur (K, <) les notions de minorant, majorant, bornes inférieure
et supérieure.

Définition 1.2. Soit X une partie non vide de K. On dit que m € K
[resp. M € K] est un minorant [resp. est un magjorant] de X sion am < x
[resp. © < M] pour tout x € X. On dit que m € K est une borne inférieure
[resp. est une borne supérieure] de X si m est un minorant [resp. M est un
majorant| de X et si tout m’ > m [resp. tout M’ < M| dans K n’est pas
minorant [resp. n’est pas majorant| de X.

Dire que m € K est une borne inférieure [resp. est une borne supérieure] de
X C K équivaut a dire que 'on a m < x [resp. © < M| pour tout « € X et :

Vee KM, 3re X;m<z<m+e[resp. M —e <z < M|

ce qui peut aussi s’exprimer en disant que m [resp. M] est le plus grand des
minorants [resp. le plus petit des majorants| de X.

Un sous-ensemble non vide d’un corps totalement ordonné qui admet un mino-
rant [resp. un majorant| est dit minoré [resp. majoré]. On dit qu’il est borné s’il
est minoré et majoré.

Théoréme 1.5.

Soit X un sous-ensemble non vide de K. St X admet une borne inférieure
[resp. une borne supérieure/, elle est alors unique.

Démonstration Supposons que X admette deux bornes supérieures M’ < M.
Pour e = M — M’ € Kt*, on peut trouver z € X tel que M/ = M —e < a < M,
ce qui contredit I'inégalité < M’. L’ensemble X admet donc au plus une borne
supérieure. On procéde de maniére analogue pour la borne inférieure. ]

En cas d’existence, on peut donc noter m = inf (X)) la borne inférieure de X et
M = sup (X) sa borne supérieure et on a inf (X) < sup (X).

Avec l'exercice 1.2 on donne quelques propriétés élémentaires, mais souvent
utiles, des bornes inférieure et supérieure.

La borne inférieure ou supérieure de X quand elle existe n’est pas nécessaire-
ment un élément de X. Siinf (X) [resp. sup (X)] existe et est dans X, on dit alors
que inf (X)) [resp. sup (X)] est le plus petit élément [resp. le plus grand élément]
de X et on le note min (X) [resp. max (X)].

Exemples 1.2

o Toute partie non vide de N admet un plus petit élément et toute partie non
vide magjorée de N admet un plus grand élément.
e Dans le cas ou X est une partie finie de K, ses éléments peuvent étre rangés

dans lordre croissant x1 < xo < -+ < x, (lordre est total) et lexistence
des plus petit et plus grand élément est assurée.
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e Le sous-ensemble X = {r €qQ, r’< 2} de Q est non vide et majoré, mais
n’a pas de borne supérieure dans Q (exercice 1.3).

Dans (K, <), on définit la valeur absolue d’un élément = par :

rxsiz>0

ol = max () = { T

Cette valeur absolue vérifie les propriétés suivantes, ot (z,y) € K2 :
o x| e Kt |-z =|z|; 2z < |z| et —x < |x|; |x| = 0 si, et seulement si, z = 0;
o |zy| = |z|lyl; |lz] — [yl < |z ty| < |z|+ |y| (inégalités triangulaires) ;

e pour a € K, |z| < a équivaut & —a < x < a ou encore a = € [—a, a];

. 1 1 .
e min(z,y) = 5 (z+y—|r—yl|) et max(z,y) = 5 (z+y+Jz —yl) (on dis-
tingue les cas x > y et < y).

Lemme 1.2 Un élément x de K est nul si, et seulement si, on a |x| < & pour tout
e € Kt*.

x
Démonstration Pour tout x € K*, on a e = Jzl € K™* et I'inégalité |z| < € ne

peut étre réalisée (elle équivaut a 2 |z| < |z, soit & |z| < 0, ce qui n’est pas). La
condition nécessaire est claire. |

1.3 Suites a valeurs dans un corps totalement or-
donné

(K, <) désigne un corps totalement ordonné.

Une suite d’éléments de K (ou a valeurs dans K) est une application définie sur
N (ou une partie de N) et a valeurs dans K. On se limite pour ce paragraphe aux
suites définies sur N (on peut toujours s’y ramener par changement d’indice) et
on note u = (uy), oy une telle suite. L’ensemble K" des suites d’¢léments de K est
une K-algébre commutative et unitaire pour les opérations classiques d’addition
interne et de multiplications interne et externe, a savoir pour u = (un),cy €t
v = (Un),,cy dans KN

U+ V= (Up 4+ Vn) ey, AU = (M) pens U0 = (UnUn), ey

Définition 1.3. Soit u = (uy),cy une suite d’éléments de K. On dit
que (vn),cy est une suite extraite (ou une sous suite) de u s'il existe une
application ¢ : N — N strictement croissante telle que v, = u,(,) pour tout
n € N.

On vérifie facilement par récurrence que si ¢ : N — N est une fonction stricte-
ment croissante, on a alors ¢(n) > n pour tout n € N.
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Définition 1.4. On dit qu'une suite (uy),cy € KV est minorée [resp.
est magorée], si ensemble {w,,, n € N} de ses valeurs est minoré [resp. est
majoré¢|, ce qui revient a dire qu'il existe m € K tel que w, > m [resp.
u, < M| pour tout n € N. On dit qu’elle est bornée, si elle est minorée et
majorée.

Dire qu'une suite (u,),cy € KN est bornée revient aussi a dire qu'’il existe
M € KT tel que |u,| < M pour tout n € N.
L’ensemble des suites bornées d’éléments de K est une sous-algébre de KN,

Définition 1.5. On dit qu'une suite (u,),cy € KN est convergente, s'il
existe £ € K tel que :

Ve e KV* In. € N; Vn > ng, |u, — €] <e¢

Dans la définition précédente, les deux derniéres inégalités peuvent étre strictes
ou larges et la condition |u, —¢| < e peut étre remplacée par |u, —¢| < ae ou
a € KT* est donné (si pour tout & € K™*, on a |u,, — ¢| < ag’ pour tout n > n.,

. €
on en déduit que pour tout € € K**, en prenant ¢/ = —, on a |u, —¥| < ag’ = ¢
@
pour tout n > n./).

Une suite non convergente est dite divergente.

En utilisant I'inégalité triangulaire dans K, on vérifie qu'une suite convergente
est bornée. Il en résulte quune suite non bornée est divergente.

Théoréme 1.6.

Si une suite converge dans K, sa limite est alors uniquement déterminée.

Démonstration Si (uy), .y converge vers £ et ¢ dans K, on peut alors trouver
pour tout ¢ € K™* un entier n. tel que pour tout n > n., on ait :

=0 =10 —up) + (up — )] <€ —up| + |u, — '] < 2e

ce qui équivaut & £ — ¢/ =0 (lemme 1.2). n

L’unicité de la limite permet d’écrire que lirf Uy = £ OU Uy, L.
n—-+0oo

_>
n—+o0o
Théoréme 1.7.

Si une suite d’éléments de K est convergente, toute suite extraite converge
alors vers la méme limite.

Démonstration Supposons que lir4r_1 (un) = £. Pour tout e € K™* il existe
n—-+o0o

n. € N tel que |u,, — £| < & pour tout n > n., ce qui implique que pour toute
fonction ¢ : N — N strictement croissante, on a |up(,) — £| < € pour tout n > n.
(puisque ¢ (n) > n > n.). La suite (uW(”))neN est donc convergente vers £. n
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Pour vérifier qu’une suite est divergente, il suffit d’aprés le théoréme précédent
d’en extraire une sous-suite divergente ou deux sous-suites convergentes vers des
limites distinctes.

Exemples 1.3

o La suite ((—1)")

nen diverge car la suite <(—1)2n+1)n€N converge vers —1 et

la suite ((—1)2"> oy Comverge vers 1 # —1 dans K de caractéristique nulle.
n

e La suite (uy,) (n),en est divergente. En effet, si ngl}rloo Up = € dans K,

on a alors 1 = lm (up41 — up) =L€—L£ =0, ce qui est impossible dans un
n—-+oo

neN —
corps.

n
cessairement convergente dans un corps totalement ordonné (voir le théoréme
1.12 et Vezercice 1.5).

) . . 1
o Contrairement a ce que l'on pourrait espérer, la suite (— n’est pas né-
neN

Théoréme 1.8.

L’ensemble Co (K) des suites convergentes d’éléments de K est une sous-
algebre de KN. Si (un), ey €t (vn),ey sont deuz suites convergentes avec

lim (u,) =€ et lim (v,) =¥ #0, il existe alors un entier ny tel que
n—+o0 n——+oo

u
la suite (—") soit définie et cette suite converge vers 7
Un

nzno

Démonstration La suite constante égale & 1 est convergente vers 1. Soient

AeKet u=(un),cy, V= (Vn),cy deux suites convergentes avec nEIEOO (un) =14

et hr—P (vn) = £'. Ces suites étant bornées, il existe M € K* tel que |u,| < M
n—-—+0oo

et |v,| < M pour tout n € N. Pour tout ¢ € K™*, il existe n. € N tel que

|u, — €| < e et |v, — | <e pour tout n > n. dans N, ce qui nous donne :

[(tn + v9) = (L4 )] < |ty — £ + |0 — '] < 2¢
et :
ftn v — €] < |(un — €) va| + |€ (W =€) < M fu — €] + €] [v, — €] < (M + [€])

ce qui signifie que les suite v + v et u - v convergent respectivement vers £ + ¢

et vers ¢ - ¢'. Prenant v constante égale & A\, on en déduit que Av converge vers

M. St lim (vy,) = # 0, 0on aalors lim (Ju,]) = [¢/] > 0 et il existe ng € N
n—-+4oo n—-+oo

4 1 1 0 — v, 2
tel que |v,| > — pour n > ng, donc |— — —| = < — v, =¥
que [vn| g P =0 vy Y Ov, | — |g/|2| " |
1 1
pour tout n > ng et lim <—) = —. Le résultat sur le produit nous donne
n—-+4oo Un gl

) (un) 14
lim | — ) =—. [
n—+o0 \ v, o



Suites a valeurs dans un corps totalement ordonné 11

La démonstration du théoréme précédent nous dit aussi que 'application qui
associe a une suite (uy), .y € Co (K) sa limite liIJIrl U, € K est un morphisme de
n—-+0oo
K-algébres.
Avec les théorémes qui suivent, on résume quelques propriétés des suites d’élé-
ments de K en relation avec l'ordre.

Théoréme 1.9.
Soit (Un), ey € KN une suite d’éléments de K.

1. 8l existe £ € K, une suite (€p),,cy € (K“‘)N et un entier naturel ng tels

que lim e, =0 et |u, — | < &, pour tout entier n > ng, on a alors
n——+oo

lim w, =/.
n—-+oo

2. S lim (u,) =24, on aalors lm (|u,])=1¢.
n—-+oo n—-+oo

. . _ N - -
3. Si ngrilm (un) = 0 et (vn),cy € KU est une suite bornée, on a alors

nll)rfoo (unvy) = 0.

Démonstration
1. Résulte de :

Ve e KP* dn. >ng; Vn > ne, |up, — 4 <ep, <e

2. De ||un| — [4]| < € = |upn, — €] pour tout n € N avec lim ¢, =0 (qui résulte
n—-+oo

de la définition de la convergence), on déduit que lim (Ju,|) = |¢].
n—-+o0o

3. En désignant par M un majorant de la suite (|v,|),, o » on déduit des inégalités
[tunvn| < M |uy,| avec lim  (|uy|) =0, que lim (unv,) =0. n
n—-+4oo n—4oo

Théoréme 1.10.

Soient (un),ey € (vn)neny dans KN telles que ngrfoo (up) = £ et
lim (v,)="7¢.
n—+4oo

1. Si >t [resp. si . < U], on a alors u, > v, [resp. u, < v,] a partir
d’un certain rang.

2. Siu, < vy, [resp. si up, > vy] & partir d’un certain rang, on a alors
L< VU [resp. £ > 1]

3. Si M est un majorant [resp. si m est un minorant] de (uy)
alors £ < M [resp. £ > m].

neN> 0T @

4. Les suites (min (un,vn)),cn €t (Max (un,vn)), cy convergent respective-
ment vers min (¢, ¢') et max (¢,¢').
5. 8il =1 et (wn),ey € KN est telle que u, < w, < v, & partir d’un
certain rang, on a alors lim (w,) =¢.
n—-+oo
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Démonstration
1. Si¢ >/, onaalors lim (u,—uv,)=/¢—{ €K"* et il existe ng € N tel que
n—-+00
L= A

+l =V <u, —v, <

/

+ ¢ — ¢ pour tout n > ng, ce qui nous donne

Uy — Vyy > > ( pour tout n > ng, soit u,, > v,. Pour £ < ¢, on travaille avec

la suite (vn, — Un), e -
2. Se déduit facilement du point précédent en raisonnant par I’absurde.

3. Se déduit facilement du point précédent en prenant pour suite (v,), oy [resp.
pour suite (u,),cy| 1a suite constante égale & M [resp. égale a m].

1 1
4. Sedéduit demin (z,y) = = (r +y — |z — y|) et max (z,y) = §(m+y+|x—y\).

2
5. Pour tout ¢ € K™*, il existe n. € Ntel que £ — ¢ < u, <w, <wv, <f+¢
pour tout n > n., ce qui nous dit que la suite (wn)neN converge vers /. [ ]

Définition 1.6. On dit qu’'une suite (u,) € KN est de Cauchy si :

neN

Ve e KM*, In. € N; Vn > ng, Ym > ng, [up — Un| < €

La encore, les trois derniéres inégalités peuvent étre strictes ou larges et la
condition |u, — u,,| < € peut étre remplacée par |u, — u;,| < ac ot a € KT* est
donné.

Une suite de Cauchy est bornée et une suite convergente est de Cauchy. Mais
une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente dans K (voir exercice
1.4 pour K = Q).

Lemme 1.3 Une suite de Cauchy d’éléments de K est convergente si, et seulement
st, on peut en extraire une sous-suite convergente.

Démonstration La condition nécessaire est évidente. Réciproquement, soit (uy,)
une suite de Cauchy dont on peut extraire une sous-suite convergente (

neN
Up(m)) pen
de limite £. On peut trouver pour tout e € K** un entier n. tel que |uy,) — ¢| < ¢

et |uy, — u,| < e pour tous n > n. et m > n.. Il en résulte que :

[wm = £ < Jum = g | + g — €] < 2

pour tout m > n. (puisque ¢ (n.) > ne). n

Définition 1.7. Un corps totalement ordonné K est dit complet, si toute
suite de Cauchy d’éléments de K est convergente.

L’exercice 1.4 nous dit que le corps Q des nombres rationnels n’est pas complet
(pour l'ordre usuel).
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Théoréme 1.11.

L’ensemble Ca (K) des suites de Cauchy d’éléments de K est une sous-
algebre de KN stable par la valeur absolue.

Démonstration La suite constante égale a 1 est de Cauchy. Soient A € K et
U = (Un)pens ¥ = (Vn),ey deux suites de Cauchy. Ces suites étant bornées, il
existe M € K* tel que |u,| < M et |v,| < M pour tout n € N. Pour tout
e € KT* il existe n. € N tel que |u, — um| < € et |v, — vy| < € pour tous n > n.
et m > n. dans N, ce qui donne |(uy, + vn) — (U + V)| < 2€ €t [un Uy — UV, | <
[t (U, — Vi )| + | (U, — Up) V| < 2Me, ce qui nous dit que u + v et u - v sont de
Cauchy. Prenant v constante égale & A\, on en déduit que Av est aussi de Cauchy.
En utilisant 'inégalité triangulaire ||z| — |y|| < |z —y|, on vérifie que la suite
(|tnl), e est de Cauchy. n

L’algebre Co (K) des suites convergentes d’éléments de K est une sous-algébre
de Ca (K).

Le lemme qui suit nous sera utile pour construire le corps des réels a partir des
suites de Cauchy de rationnels (paragraphe 1.5).

Lemme 1.4 L’ensemble Z (K) des suites d’éléments de K qui convergent vers 0
est un idéal de l’anneau Ca (K) des suites de Cauchy.

Démonstration L’ensemble Z (K) des suites convergentes vers 0 qui est le noyau
du morphisme d’anneaux (uy), oy € Co (K) — lirf u, € K est un idéal de
n—-+00o

Co (K), ce dernier anneau étant contenu dans Ca (K), on en déduit que Z (K)
est un sous-groupe de Ca(K). Une suite de Cauchy étant bornée, on déduit du
théoréme 1.9 que pour toutes suites (un),cy € Z (K) et (vn),cy € Ca(K), on a
(Un¥n), ey € Z (K). L’ensemble Z (K) est donc un idéal de Ca (K). ]

Définition 1.8. On dit qu'une suite (un),cy € KN est croissante [resp.
décroissante], si elle est telle que w, 1 > Uy [resp. u,11 < uy,] pour tout
n € N. On dit qu’elle est monotone, si elle est croissante ou décroissante.

Lemme 1.5 De toute suite d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite mo-
notone.

Démonstration Soient (uy), .y € KNet A={neN;Vm>n, u, <u,}.Si
I’ensemble A est fini, il admet alors un plus grand élément ng € A et il existe un
entier ny > ng + 1 tel que up, > Upyy1 (no +1 ¢ A). Comme n; ¢ A, il existe
un entier ny > ny tel que u,, > uy, et ainsi de suite, on construit par récurrence
une suite strictement croissante d’entiers (1), cy- telle que wuy,, ,, > uy, pour tout
k € N*. La suite (un, ),cy- est alors extraite de (u,),, ¢y et strictement croissante.
Si A est infinie, on peut alors ranger ses éléments dans I'ordre strictement croissant,
soit A = {ng, k € N} avec ny < ng4q pour tout k € N et par construction, on
a Up,,, < Up, pour tout k € N. La suite (uy, ),y est extraite de (u,),cy et
décroissante. ]
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Définition 1.9. Deux suites (), oy €t (vn),cn d’éléments de K sont dites
adjacentes, si la suite (uy,),, o est croissante, la suite (v, ), est décroissante
et la suite (v, — un), oy st convergente vers 0.

Lemme 1.6 Si (un), oy €t (Vn), oy sont deus suites d’éléments de K adjacentes,
on a alors u, < v, pour tout (n,m) € N2

Démonstration Supposons qu’il existe deux entiers n et m tels que u,, > vy,.
Comme (uy,), oy est croissante et (vy,), y est décroissante, on a pour tout entier
k > max (n,m), ug > up et vg < vy, donc up —vg > Uy —vy, > 0 et en conséquence

0= lim (ux—vg)>u, — v, >0, ce qui est impossible. ]
k——+oo

1.4 Corps totalement ordonnés archimédiens

(K, <) désigne un corps totalement ordonné.

Définition 1.10. On dit que K est archimédien, s’il est tel que :

Va e KM VbeK"Y, IneN; na>b

Exemple 1.1 Le corps Q des nombres rationnels est archimédien. Il en résulte
qu’entre deux rationnels distincts, il y a une infinité de rationnels.

Définition 1.11. On dit qu’une partie non vide D de K est dense dans K,
si pour tous x < y dans K, il existe r € D tel que z < r < y.

Théoréme 1.12.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. K est archimédien ;

1
2. la suite (—) converge vers 0 dans K ;
n neN*
. 1
3. la suite | — est convergente dans K ;
neN*

4. pour tout x € K il existe un unique entier relatif n tel quen < x <n+1;
5. Q est dense dans K.
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Démonstration

(1) = (2) On suppose que K est archimédien. Dans ce cas pour tout £ € K™*,

1 1
il existe n. € N tel que n.e > 1, ce qui nous donne |—| = — < — < ¢ pour tout
n - ne
entier n > n. et prouve que lim — =0 dans K.
n—+oo n
(2) & (3) La condition nécessaire est évidente. Si lim — =¢# 0 dans K, on a
n—+oo n
1\ !
alors lim n = lim (7> = —, ce qui est impossible (exemples 1.3), donc si
n—-+oo n——+oo \ N VA
1
la suite (7) converge dans K, c’est nécessairement vers 0.
N/ pen= 1
1
(3) = (4) On suppose que (f) converge dans K, donc que lim — =0
neN* n—+oon

dans K et on se donne x € K. Pour z € 7Z, il suffit de prendre n = . On suppose
donc z non entier et dans un premier temps on suppose qu’il est dans K™*. Dans

ce cas, il existe m € N* tel que

—| = — < —, soit tel que m > z, donc ’ensemble
m m

des entiers m € N* vérifiant m > x est non vide et en conséquence admet un plus
petit élément p qui vérifie p > x et p — 1 < x. Il suffit alors de poser n = p — 1.
Pour # € K~ en raisonnant avec —x € K+ on aboutit a 'existence d’un entier p
vérifiant p < —x < p+ 1, s0it — (p+1) <z <petn=—(p+1) convient. S'il
existe deux entiers n et ptels quen <z <n+1letp <2 <p+1, on a alors
n—p<l,soitn—p<0etn—p>—1,soit n—p > 0 et nécessairement n = p.
D’ott I'unicité de n tel que n < x < n+ 1. On note [x] cet entier.

(4) = (5) On suppose (4) vérifiée et on se donne x < y dans K. Il existe n € N tel

1
quen < —— <n+letm € Ntel quem < (n+1)|z| < m+1, ce qui nous donne
Yy—x

m+1 { k }
Dy—z) >1et > |z|. I ésult E=43keZ ——<
(n+1)(y—x) iy || en résulte que e
1
est non vide (onafmij_r1 < —|z| < x, donc —(m+1) € E) et majoré par
n

1
<lz| < E, donc k£ < m + 1). Cet ensemble
n+1 .
p+
< < .
+1 =" nl

1
Enfin avelc (n+1)(y—2) > 1, on déduit que y > erxZ ] +nf—1 et
p+

< —— <y.
n

m+1 (pour k € E, on a
n

FE admet donc un plus grand élément p qui est tel que

(5) = (1) On suppose que Q est dense dans K et on se donne (a,b) € K™* x K*.
b

n b n
1l existe alors un rationnel r = —, ot (n,m) € (N*)* tel que 0 < — < — < — 41,
m a a

ce qui implique que na > mb > b. Le corps K est donc archimédien. ]
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Exemple 1.2 Pour K totalement ordonné, en munissant le corps K (X) des frac-
tions rationnelles a coefficients dans K de la relation définie par :

Z aka

E— 20 | & (a,20)
b Xk

k=0

(pour a, # 0 et b, = 1) on définit un corps totalement ordonné non archimédien

et dans ce corps la suite (—) ne tend pas vers 0 (exercice 1.5).
N/ pens

Définition 1.12. Avec les notations de la propriété (4) du théoréme preé-
cédent, I’entier n est appelé la partie entiére de x.

Pour K archimédien, la partie entiére de 2z € K peut étre notée [z], |z] ou
E (z) . Nous opterons pour la notation [z].

Pour K archimédien, la densité peut se traduire de fagon séquentielle comme
suit.

Théoréme 1.13.

Pour K archimédien, une partie non vide D de K est dense dans K si,
et seulement si, tout élément de K est limite d’une suite d’éléments de D.

Démonstration Si D est dense dans K, alors pour tous x € K et n € N* il

1
existe r, € D tel que z < r,, < x4+ — et de cet encadrement dans K archimédien,
n

on déduit que z = lirJrrl . Réciproquement, si tout élément de K est limite d’une
n—-+0oo

suite d’éléments de D, alors pour tous x < y dans K, il existe une suite (rn)neN

1 1
d’éléments de D qui converge vers 5 (z+y) et dexz < 5 (x +vy) < y on déduit

que pour n assez grand, on aura x < 1, < y (point 1 du théoréme 1.10), ce qui
implique que D est dense dans K. ]

Le théoréme qui suit est essentiel dans le cas particulier du corps des réels dont
une construction fait ’objet du paragraphe 1.5. La démonstration de ce théoréme
nécessite le lemme qui suit.

Lemme 1.7 Soit X une partie non vide magjorée d’un corps totalement ordonné
et archimédien K. Pour tout e € K™* et tout majorant M de X, il existe v € X
et un majorant M. € K de X tels que M. < M et 0 < M, —x < e.

Démonstration On se donne ¢ € K™*. Si M € K est un majorant de X,
Pensemble A, = {n € N, M — ne majore X} est une partie non vide de N (elle
contient 0). Pour zy donné dans X (X est non vide), il existe ng € N tel que
noe > M — xq (le corps K est archimédien), de sorte que pour tout entier n > ny,
on a ne > nge > M — xg, soit g > M —ne et n ¢ A.. L’ensemble A, est donc



Corps totalement ordonnés archimédiens 17

majoré dans N et en conséquence admet un plus grand élément n.. Il en résulte
que M. = M —n.e < M est un majorant de X tel que M —e = M — (n. + 1) € ne
majore pas X, donc il existe x € X tel que M, —e <z < M., s0it 0 < M, —x < .

|

Théoréme 1.14.

Pour K totalement ordonné, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. toute partie non vide et majorée de K admet une borne supérieure ;

2. toute partie non vide et minorée de K admet une borne inférieure ;

3. toute suite croissante majorée d’éléments de K est convergente ;

4. toute suite décroissante minorée d’éléments de K est convergente ;

5. de toute suite bornée d’éléments de K on peut extraire une sous-suite
convergente ;

6. K est archimédien et complet ;

7. K est archimédien et deux suites adjacentes d’éléments de K convergent
vers la méme limite ;

8. K est archimédien et pour toute suite ([un,vn]),cn de segments emboités
dans K (c’est-a-dire telle que u, < vy et [Upt1,Vnt1] C [Un, vy] pour
tout n € N) telle que lim (v, —u,) = 0, il existe £ € K tel que

n—-+oo
m [Un, vs] = {€}.
neN
Démonstration

(1) < (2) Supposons que (1) soit vérifiée. Si X est une partie non vide et minorée
de K, 'ensemble — X est alors non vide majorée, donc admet une borne supérieure
M et m = —M est une borne inférieure de X, ce qui prouve que (1) = (2) avec
sup (—X) = —inf (X). De maniére analogue, on vérifie que (2) = (1).

(2) = (3) Si (2) est vérifiée, il en est alors de méme de (1). Si (uy), ¢y est une
suite croissante et majorée d’éléments de K, ensemble {u,, n € N} qui est non
vide et majoré admet alors une borne supérieure £. Pour tout ¢ € K™*, il existe
ne € Ntel que £—e < u,_ < ¢, ce qui implique que £—¢ < w,, < ¢, soit |u, — €| < ¢,
pour tout n > n. puisque (“n)neN est croissante et £ majore cette suite. La suite

(tn),cn est donc convergente vers £ = sgg () -
n

(3) < (4) Supposons (3) vérifice. Si (u,), oy est une suite décroissante et mi-
norée d’éléments de K, la suite (—uy), oy est alors croissante et majorée, donc
convergente vers £ = sup (—uy), ce qui implique que la suite (uy,), .y converge
neN
vers —{ = inlf\I () . De maniére analogue, on vérifie que (4) = (3).
ne
(4) = (5) Si(4) est vérifice, il en est alors de méme de (3) . Soit (uy),, oy une suite
bornée d’éléments de K. En utilisant le lemme 1.5, on peut extraire de cette suite
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une sous-suite monotone (“w(n))n oy €t cette suite est alors croissante majorée ou
décroissante minorée, donc convergente.

(5) = (6) Supposons que (5) soit vérifice. Si K n’est pas archimédien, il existe
alors a € K" et b € KT tels que 0 < na < b pour tout n € N. La suite (na), o
est alors bornée et on peut en extraire une sous-suite convergente (¢ (n)a),
ce qui implique que nll)r_r&)o (p(n+1)—¢(n))a=0avec p(n+1)—¢(n)>1 (p
est strictement croissante de N dans N) soit (¢ (n+1) — ¢ (n))a > a, ce qui est
impossible (a partir d’un certain rang, on aurait 0 < (¢ (n +1) — ¢ (n))a < a). Le
corps K est donc archimédien. Si (uy,),, o est une suite de Cauchy d’éléments de K,
elle est alors bornée et on peut en extraire une sous-suite convergente (uw(n))n N
ce qui implique d’aprés le lemme 1.3 qu’elle converge. Le corps K est donc complet.

(6) = (7) On suppose que K est archimédien et complet et on se donne (uy),, oy
et (vn),cy deux suites d’éléments de K adjacentes. Comme nll)rfw (v, —up) =0,

pour tout € € KT* il existe n. € N tel que 0 < Up, — Up, < €. En utilisant le
lemme 1.6, on a pour m > n > ng, Uy < Uy, €t uy, < vy, ce qui nous donne
compte tenu de la croissance de (uy), oy et de la décroissance de (vy),, o

0< U —Un S Vp, — Uy <cet 0< vy —vy <vp, —up, <€

SOit |tm — un| < € et vy, —vn| < €, ce qui nous dit que les suites (), y et

(Vn),en sont de Cauchy, donc convergentes. De lim (v, —u,) = 0, on déduit

n——400
que ces suites convergent vers la méme limite.

(7) < (8) Supposons que (7) soit vérifiée. Des inclusions [ty11,Vnt1] C [tn, Un]
pour tout n € N, on déduit que la suite (uy), oy est croissante et la suite (v,), oy
est décroissante. De plus 'hypothése lirJIrl (vn, — up) = 0 nous dit que ces suites

n—-+oo

sont adjacentes, donc convergentes vers une méme limite £. On a alors u,, < { < v,

pour tout n € N et £ € ﬂ [tn,vp]. Siz € ﬂ [tn, V], on & alors u, < x < v,
neN neN
pour tout n € N et faisant tendre n vers 'infini, il en résulte que x = £. Au final, on
a m [tn, vn] = {€} . Réciproquement, on suppose que (8) est vérifiée et on se donne
neN
(Un)pen € (Vn), ey deux suites d’éléments de K adjacentes. La suite ([tn, vn]),cx

est alors une suite de segments emboités dans K (on a w,, < upq1 < vpp1 < vy,
pour tout n € N) telle que lim (v, —u,) =0, donc ﬂ [tn, vy] = {€} . S’il existe
n——+oo neN
e € K* tel que u,, < £ —¢ pour tout n € N, on a alors u, < —ec < { < v,
pour tout n € N, soit £ —¢ € ﬂ [tn,vy] avec £ — e # £, ce qui n’est pas possible.
neN
Donc pour tout e € K*, il existe n. € N tel que £ — e < u,,_, ce qui implique que

{ — ¢ < u, pour tout n > n. et prouve que lim wu, = ¢. De maniére analogue,
n—-+4oo

on vérifie que lim v, = /.

n—-+00
(8) = (1) Soit X; une partie non vide et majorée de K. Le lemme 1.7 nous
dit qu’il existe u; € X7 et un majorant v; € K de X tels 0 < vy —uy < 1.

L’ensemble X5 = {x € X1, > u;} étant non vide et majoré par vy, le lemme 1.7
nous dit aussi qu’il existe us € X5 et un majorant vy € K de X5 tels vy < vy
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1
et 0 < vy —ug < 3 Supposons construits pour n > 2, u; < ug < -+ < Uy,
dans X; et vy > vy > --- > v, dans K tels que pour tout k& compris entre 2
1

et n, v, soit un majorant de X = {r € X, x > up_1} et 0 < v, —up < T
L’ensemble X,,+1 = {z € X, x > u,} C X, est alors non vide majoré par v,,

donc le lemme 1.7 nous dit qu’il existe u,4+1 € X, 41 et un majorant v,41 € K de

X tels v < v et 0 < vpgg — Upgg < g Les suites (un),cn« €t (Vn),cn
n

sont alors adjacentes et en conséquence convergent vers une méme limite M. De
plus v; majore X et pour n > 2, v,, qui majore X,, = {x € X, © > u,_1} majore
aussi X (pour z € X, on a soit > u,_1 et & < vy, soit < u,—1 < v,), donc
M = lim v, majore X. Pour tout ¢ € K™* il existe n. € N tel que M —¢& < u,,

n—-+oo
(on a aussi M = lir_irrl Up ), donc M — e ne majore pas X. Au final M est la borne
n——+00
supérieure de X. ]

Du théoréme précédent, on déduit que dans un corps totalement ordonné ar-
chimédien et complet tout élément positif admet une racine carrée. Précisément,
on a le résultat suivant.

Corollaire 1.3. Soit K un corps totalement ordonné archimédien et com-
plet. Pour tout y € KT, il existe x € K tel que y = x2.

Démonstration Pour y € K, I'ensemble E = {z € K, 2% <y} est non vide
(il contient 0) et majoré par max (1,y) (pour 0 <y < let z>1,0ona 22> 1et
z¢ E,donc E C [0,1]; poury > 1let z>y, onaz?>y>>yetz¢E, donc
E C [0,y]), donc cet ensemble admet une borne supérieure z € K™ (comme 0 € E,
on a z > 0). Pour tout n € N*_ il existe par définition de la borne supérieure un

élément x,, de F tel que x — — < x, < x, donc :
n

, (1 1 2, 5, 1 2
<\ —Fay) =5+—+2, < s+ —+y
n n n n n

et faisant tendre n vers I'infini, on en déduit que 22 <y (dans K archimédien, on

1 1\?
a lim — =0).Si2? <y, de lim (m + 7) = 22, on déduit que pour n assez
n

i
n—+oo n n—-+oo

1\? 1
grand on aura (x + 7) < y, soit que x + — € E avec x = sup (F), ce qui est
n n

impossible. Au final, on a 2> = y. ]
Pour y = 0, I'unique solution de 22 = y est 0 et pour y > 0, on a deux solutions
x et —x (22 = 2% équivaut & (2 —x) (2 + ) = 0, soit & z = +x). La solution

positive z de I'équation y = 22 est la racine carrée de y notée VY-

De lexistence de la racine carrée, on déduit que tout morphisme de corps
¢ : K — L entre deux corps totalement ordonnés archimédiens et complets est
croissant dans le sens ou 2 < y dans K entraine ¢ () < ¢ (y) dans L. En effet,
comme ¥y — x est positif, il existe z € Kt tel que y — & = 22, ce qui implique
que p(y) —p(@) = py—x) = ¢(2?) = (¢ (2))* € LT (lemme 1.1). Un tel
isomorphisme est dit isomorphisme de corps ordonnés.
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1.5 Une construction du corps des réels

L’ensemble Z (Q) des suites de nombres rationnels qui convergent vers 0 étant
un idéal de I'anneau Ca (Q) des suites de Cauchy de nombres rationnels (lemme
2(Q)
Z(Q
unitaire. On notera 7 la classe d’équivalence d’une suite r = (ry,), .y € Ca(Q)
modulo l'idéal Z (Q). On rappelle qu'une suite s = (s,),, .y € Ca(Q) est dans la
classe d’équivalence 7 si, et seulement si, la suite (s,, — 7,),, oy converge vers 0. On

1.4), on peut définir anneau quotient , cet anneau étant commutatif et

a
rappelle également que les opérations d’addition et de multiplication sur ~ (g)
sont définies par T+3 =7+ set 7-5=7-35 pour r = (1), cy €t 5 = (8n),,cy dans

Ca(Q), ot r+s5=(rn+8n) ey €t 5= ("nsn),cn -

Lemme 1.8 L’ensemble Ca(Q)\ Z (Q) des suites de Cauchy de nombres ration-
nels non convergentes vers 0 est contenu dans [’ensemble des suites de Cauchy de
rationnels qui ne s’annulent jamais a partir d’un certain rang.

Démonstration Soit r = (r,),cy € Ca(Q) \ Z(Q). Comme (r,), oy ne tend
pas vers 0, il existe g9 € QT* tel que pour tout n € N, il existe ¢ (n) > n tel que
|r¢(n)| > 2e. La suite r étant de Cauchy, il existe ng € N tel que |r, — | < £o
pour tout m > n > ng. Dans le cas ou To(no) = 2€0, ON A Ty > Tp(ng) —€0 2 €0 > 0
pour tout m > ng et dans le cas ot 7 (p) < —2€0, 0N A Ty < Tip(ng)+0 < —€0 < 0
pour tout m > ng, ce qui nous dit que dans tous les cas on a |r,,| > ¢ > 0 pour
tout m > ng. [ |

La suite (
n+
élément de Ca (Q) \ Z (Q).

) est de Cauchy, ne s’annule jamais, mais ce n’est pas un
neN

Théoréme 1.15.

L’anneau quotient 2(Q) est un corps commutatif.
Z(Q)
Démonstration Il s’agit de vérifier que tout élément non nul de 'anneau Za ((8))

est inversible, ce qui signifie que si (7,), oy est une suite de Cauchy de nombres
rationnels qui ne converge pas vers 0, il existe alors une suite de Cauchy (s,,),, oy de
nombres rationnels telle que la suite (r,,5,,),,cy S0it équivalente a la suite constante
égale & 1 modulo I'idéal Z (Q), ce qui signifie que (r,s, — 1), converge vers 0.
Le lemme 1.8 nous dit qu’il existe &g € QT* et ng € N tels |r,] > g9 > 0
pour tout n > ng. Il en résulte que pour tout n > ng et tout m > ng, on a

Lo 1’ = [n = ] [rn = | ce qui implique que la suite s = (s;,)
Tn  Tm 70 7] e’ "/men
définie par s, = 0 pour n < ng et s, = — pour n > ng est de Cauchy telle que

n
rn$n = 1 pour tout n > ng, donc telle que (r,s, — ]‘)nEN converge vers 0. [
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Ca(Q)
Z(Q)
est donc la classe d’équivalence d’une suite 7 = (r,), .y € Ca(Q) modulo l'idéal
Z(Q).

L’application qui associe & un nombre rationnel r la classe d’équivalence de la
suite constante égal a r dans R (7 est I’ensemble de toutes les suites rationnelles
de Cauchy qui converge vers r) réalise une injection de Q dans R, ce qui permet
d’identifier Q & un sous-corps de R. Le corps R est donc de caractéristique nulle.

Un élément de R\ Q est dit irrationnel.

L’exercice 1.4 nous donne un exemple de nombres réel (i. e. un élément de

1
CZa ég;) ) qui est irrationnel, a savoir la classe d’équivalence de la suite <Z > .
neN

Le corps est noté R et on dit que c’est le corps des réels. Un réel x

k!
k=0

1.6 Le corps totalement ordonné R

On peut munir R d’une relation d’ordre total prolongeant celle de Q et com-
patible avec la structure de corps. Pour ce faire, on note Ca’ (Q) [resp. Ca™ (Q)]
I'ensemble des suites de Cauchy de nombres rationnels r = (r,,),,c telles que pour
tout ¢ € QT il existe n. € N tel que r, > —¢ [resp. r, < g| pour tout n > n..

Reprenant la preuve du lemme 1.8, on vérifie que 'ensemble Ca™ (Q) \ Z (Q)
[resp. Ca™ (Q)\ Z (Q)] est contenu dans 'ensemble des suites de Cauchy de ration-
nels qui sont & valeurs strictement positives [resp. & valeurs strictement négatives|
a partir d’'un certain rang.

Lemme 1.9 On a Ca™ (Q)NCa™ (Q) = Z(Q) et Ca(Q) = Ca’ (Q)UCa™ (Q).

Démonstration Une suite r = (1), est dans Ca® (Q) N Ca™ (Q) si, et seule-
ment si, pour tout £ € QT * il existe un entier naturel n. tel que r, > —cetr, <e
pour tout n > n., ce qui équivaut a |r,| < e pour tout n > n. et revient a dire que

lim 7, = 0, soit que r € Z (Q). On a donc I'égalité Ca™ (Q)NCa™ (Q) = Z (Q).

n—-+0oo
Soit 7 = (ry),ey € Ca(Q). Sir € Z(Q), elle est alors dans Ca™ (Q) et dans
Ca™ (Q). Sinon, avec la démonstration du lemme 1.8 on a vu qu’il existe un entier
ng tel que les r, sont tous non nuls et de méme signe & partir du rang ng. Dans le
cas ou 7, > 0 [resp. r, < 0] pour tout n > ng, on a r, > —e [resp. r,, < —¢| pour
tout £ € QT* et tout n > ng, soit 7 € Ca™ (Q) [resp. r € Ca™ (Q)]. [
Le lemme qui suit nous dit que la définition de Ca™ (Q) [resp. de Ca™ (Q)] est
compatible avec la relation d’équivalence modulo Z (Q) .

Lemme 1.10 Soit r = (ry), oy une suite de Cauchy dans Ca® (Q) [resp. dans
Ca™ (Q)/. Toute suite s = (sn),cy € Ca(Q) équivalente a r modulo Z (Q) est
également dans Ca™ (Q) [resp. dans Ca™ (Q)/.

Démonstration Pour r € Ca®™ (Q) et s € 7, on a hr}rl (8 — 1) = 0, donc
n—-+oo
. € €
pour tout e € QT*, il existe n. € N tel que r,, > —5 et |s, — | < 5 pour

tout n > n., ce qui nous donne s, = Ty, + Sy — T > T — |Sp — rm\ > —e pour
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tout n > n. et signifie que s € Ca™ (Q) . On procéde de maniére analogue pour

reCa (Q). [

Le lemme précédent légitime la définition qui suit.

Définition 1.13. Un réel 2 = T est dit positif [resp. négatif] si r € Ca™ (Q)
[resp. r € Ca™ (Q)].

Ca(Q)

Z(Q)
positif [resp. des réels négatif] est R = 7 (Ca® (Q)) [resp. R~ =7 (Ca™ (Q))].

En notant 7 la surjection canonique de Ca (Q) sur , 'ensemble des réels

Définition 1.14. Soient z,y deux réels. On dit que z est inférieur ou égal
ay,siy—ax€RT, cequelon note x < y.

Théoréme 1.16.

La relation < est une relation d’ordre total sur R compatible avec les opé-
rations d’addition et de multiplication (R est un corps totalement ordonné).

Démonstration Il nous suffit de vérifier que l'ensemble P = RT vérifie les
conditions (1.1) du théoréme 1.2. On a — Ca™ (Q) = Ca™ (Q), donc :

PN (-P)=m(Ca’" (Q)NCa” (Q) =7(Z(Q) = {0}
De Ca (Q) = Ca™ (Q) UCa™ (Q), on déduit que :

PU(-P)=m(Ca’ (QUCa™ (Q)) =7(Ca(Q) =R
Du fait que Ca™ (Q) + Ca™ (Q) = Ca™ (Q), on déduit que :

P+ P=m(Ca" (Q)+Ca’(Q) =n(Ca* (Q)=R"

Il reste enfin & montrer que P - P C P. Soient donc x,y dans P. Si x = 0 ou
y =0, on aalors zy = 0 € P. Si x et y sont non nuls, ils sont alors représentés par
7= (rp),en €t 8 = (sn),cy dans Ca™ (Q) \ Z(Q), donc il existe ng € N tel que
r, > 0, s, > 0 pour tout n > ng et pour tout ¢ € Q**, on a r,s, > 0 > —¢, ce
qui nous dit que xy € P. ]

La relation d’ordre < sur R prolonge bien celle que I'on connait sur Q. En effet,
pour r < ssurQ,onas—recQt cCa” (Q),doncs—7F=5s—rcRtet7<3
dans R.

Sur le corps totalement ordonné R on peut donc définir la valeur absolue par
|z| = max (z, —z) .

Lemme 1.11 Pour tout réel x =T, ot 7 = (ry), oy est une suite de Cauchy de

nombres rationnels, on a |x| = |r| ot on a noté |r| = (|rn|),cn -
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Démonstration La suite (r,,), oy ¢tant de Cauchy dans Q, il en est de méme
de la suite (|ry|),, oy (théoreme 1.11). Précisément, cette suite est dans Ca™ (Q).
Sire Z(Q),onaalorsz=0et|r| € Z(Q) (théoréme 1.9), donc |z| =0 = |r].
Sire Cat(Q)\ Z(Q), il existe alors no € N tel que 7, > 0 pour tout n > ny,
donc |r,| —r, = 0 pour tout n > mng et |r| —r € Z(Q), soit |x| =2z =T =|r| (x
est positif car r € Ca™ (Q), donc |z| = z). Sir € Ca™ (Q) \ Z(Q), il existe alors
ng € N tel que r,, < 0 pour tout n > ng, donc |r,| + 7, = 0 pour tout n > ng et
Irl+7 € Z(Q), soit |x] = —x = —r = |r| (z est négatif car r € Ca™ (Q), donc
|z| = —x). [

Théoréme 1.17.

Le corps R des nombres réels est archimédien.

Démonstration Soient a € R™*, b e Rt et r = (ry,), .y € Ca(Q) un représen-
tant du réel g. La suite r qui est de Cauchy dans QQ est bornée dans ce corps, ce qui
signifie qu’il existe un rationnel M = L (p,q) € NxN* tel que —M <r, <M
pour tout n € N. La suite (M — rn)neg de rationnels positifs étant dans Ca™ (Q),

b b
le réel M — — qu’elle représente est positif, donc M = b > —, soit pa > qb>b et
a q  a
(p+1)a>b. ]
Du théoréme 1.12 et du précédent, on déduit que Q est dense dans R.
On en déduit également que pour tout réel x il existe un unique entier relatif n
tel que n < x < n+ 1, cet entier n est la partie entiére de .

Théoréme 1.18.

Toute suite de Cauchy de nombres rationnels converge dans R.

Démonstration Soit r = (1), une suite de Cauchy de nombres rationnels,
c’est-a-dire un élément de Ca (Q) et = T le réel qu’elle représente. Nous allons
montrer que la suite (7,,),,cy (ou plus précisément (7,),, o) converge vers x dans
R. Pour tout § € Q**, il existe ns € N tel que |r,, —r,| < & pour tout n > n; et
tout m > ns dans N. Pour m > ns donné, on a . — 7, =r — 1y, = (Ty, — 7'm)

neN

et |z — 7| = ’(Tn —Tm)nen| = (ITm = Tnl)pen <0 (00 a0 — |1y —ry| > 0 pour

tout n > ng, donc (§ — |ry — 7n|),.cy est dans Ca™ (Q)). Comme Q est dense dans
R, pour tout e € RT*, il existe . € QT* tel que 0 < § < € et n. € N tel que

|x — 7| < § < € pour tout m > n., ce qui nous dit que = = ngrfooﬁ dans R. m

Théoréme 1.19.

Le corps R des nombres réels est complet.
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Démonstration Soit (uy), .y une suite de Cauchy dans R. Par densité de Q
1

dans R, il existe pour tout n € N un rationnel r,, € Q tel que |u, — r,| < 1
n

Pour tous m > n dans N, on a :
|7"m _Tn| < |Tm _um‘ + |Um _Un| + |un _Tn|

1 2
§7+|um_un|+ﬁ§m+|um_un|

ce qui implique que la suite (ry), .,y de nombres rationnels est de Cauchy, donc
convergente vers un réel £. Pour tout n € N on a alors :

1
[0 — wn| <0 —rp]+ |1 —uy| < M_T"‘+n7+1n—>_4>-oo0
c’est-a-dire que la suite (), converge vers £ dans R. |

En résumé, on a le résultat suivant.

Théoréme 1.20.

Le corps R des nombres réels est totalement ordonné, archimédien et
complet.

De ce théoréme et du théoréme 1.14, on déduit les propriétés suivantes de R :

e pour tout réel x il existe un unique entier relatif n tel que n <z <n+1
(n = [z] est la partie entiére de x);

e tout réel strictement positif admet deux racines carrées opposées (remarque
apres le corollaire 1.3) ;

e (Q est dense dans R;

e toute partie non vide et majorée [resp. minorée] de R admet une borne
supérieure [resp. une borne inférieure].

Les résultats sur les suites d’éléments d’un corps totalement ordonné sont bien
entendu valables pour les suites réelles. En résumé, on a les résultats suivants :

e toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite ;

o |u, —¥f| <e,et lim e, =0 entrainent lim wu, =/¢;
n——+oo n—-+00

o nllﬁ?oo (u,,) = £ entraine nBr-sI-loo (lun|) = 14| ;

e lim (u,)> lim (v,) entraine u, > v, a partir d'un certain rang;
n—-+oo n—-+oo

e u, < v, a partir d'un certain rang entraine £ < ¢';

e lim (u,) = lim (v,) et u, < w, < v, a partir d’'un certain rang en-
n—-+oo n—-+o0o
trainent lim (w,) ={;
n—-+oo

e de toute suite réelle, on peut extraire une sous-suite monotone;

e une suite de Cauchy réelle est convergente si, et seulement si, on peut en
extraire une sous-suite convergente.
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Avec de plus le caractére archimédien et complet de R, on a les résultats sui-
vants :

e toute suite réelle croissante majorée [resp. minorée| est convergente ;

e théoréme des suites adjacentes : deux suites réelles adjacentes convergent
vers la méme limite ;

e théoréme des segments emboités : pour toute suite ([u,,v,]),cy de
segments emboités dans R telle que 11111 (vn, — up) = 0, il existe un unique
n—-+0o0

réel ¢ tel que ﬂ [tn, vy] = {€};
neN
e théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite réelle bornée on peut
extraire une sous-suite convergente.

Le théoréme des segments emboités peut étre utiliser pour montrer que R n’est
pas dénombrable.

Théoréme 1.21.

R n’est pas dénombrable.

Démonstration Il suffit de montrer que [0, 1] n’est pas dénombrable. Dans le
cas contraire, il existe une bijection ¢ : N — [0, 1]. En coupant I = [0, 1] en trois
segments de méme longueur, il en existe un que 'on note Iy qui ne contient pas
©(0). On coupe ensuite Iy en trois segments de méme longueur en notant /; 1'un
de ces segments qui ne contient par ¢ (1). Par récurrence, on construit ainsi une
suite de segments emboités (I,,),, oy telle que, pour tout n € N, I,, ne contient pas

¢ (n) et I, est de longueur —, on déduit alors du théoréme des segments emboités
31’L

que ﬂ I, = {z} avec x € [0,1] et © # ¢ (n) pour tout n € N, ce qui contredit la

neN
définition de . m

Parmi les suites réelles divergentes, on traite a part celles qui tendent vers
Pinfini.

Définition 1.15. Soit (uy),cy une suite réelle. On dit que (uy),, oy tend
vers 400 [resp. vers —oo], si :
VM e R, dng € N; Vn > ng, up > M

[resp. Vm € R, Ing € N; Vn > ng, u, < m]

On note alors lim w, = 4+ocoouw, — +oo [resp. lim wu, =—o0o ou
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
U — —oql.
n n—-+4oo ]

Une suite qui tend vers l'infini (i. e. vers +00 ou —oo) est non bornée donc
divergente. Une suite qui tend vers +0o [resp. vers —oo] est nécessairement positive
[resp. négative| & partir d’un certain rang.



26 Le corps des nombres réels

. 1 . .
Siu, = — avec v, > 0 pour tout n € N, on a alors lim wu, = 0 si, et
n—-+oo

Un
seulement si, lim v, = 4o0.
n—-+o0o

1.7 Unicité du corps des réels

Un corps de nombres réels totalement ordonné archimédien et complet, peut
étre construit de diverses maniéres. On peut utiliser les coupures de Dedekind
(voir [4]) ou les nombres décimaux (voir [7]). Le corps obtenu est dans tous les cas
isomorphe a celui que nous avons obtenu a partir des suites de Cauchy de nombres
rationnels. Pour prouver ce résultat, nous aurons besoin du lemme qui suit.

Lemme 1.12 L’identité est l'unique morphisme de corps de R dans lui méme.

Démonstration Si f : R — R est un morphisme du corps, il est alors impair
(puisqu’un morphisme de groupes additifs est impair) et croissant (conséquence
du corollaire 1.3). De f (1) = 1, on déduit par récurrence sur n que f (n) = n pour
1 1
tout n € N. En écrivant pour tout n € N* que 1 = f (n7> =nf (f) , on déduit
n n
1 1 ) . . p
que f| — ) = —. Il en résulte que pour tout rationnel positif r = =, avec p € N
n n

1
et g e N*,ona f(r)=pf (f) — P Enfin avec Iimparité de f, on déduit que ce
q q
dernier résultat est encore vrai pour les rationnels négatifs. On a donc f(r) =r
pour tout r € Q. Par densité de Q dans R on peut trouver pour tout réel x et tout

n € N* des rationnels 7, et s, tels que v — — < r, <x < s, < -+ —, ce qui nous
n n

donne par croissance de f, f(x) — — < r, < s, < f(x) + — et faisant tendre n
n n

vers l'infini, on en déduit que f (z) = x. [

Théoréme 1.22.

Si K est un corps totalement ordonné archimédien et complet, il existe
alors un unique isomorphisme de corps ordonnés de K sur R.

Démonstration On rappelle que le sous-corps premier d’'un corps totalement
ordonné est identifié a Q.

Soit K un corps commutatif totalement ordonné archimédien et complet. Du
caractére archimédien de K, on déduit que Q est dense dans K (théoréme 1.12),
donc pour tout z € K il existe une suite r = (7,), .y de nombres rationnels

telle que 2 = lim 7, dans K. Si 7" = (],),,cy est une autre suite de nombres
n—-+oo

rationnels qui converge vers x, la suite 7’ — 7 est de limite nulle, donc dans Z (Q)

Ca(Q)

Z(Q)
Cauchy). On peut donc définir Papplication ¢ : K — R par ¢ (z) =T et on vérifie
facilement que c’est un morphisme de corps et comme tout morphisme de corps,
il est injectif (son noyau est un idéal strict de K car ¢ est non nul et le seul idéal

etona7 =71 dans R =

(les suites r et 1’ qui sont convergentes sont de
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strict d’'un corps est {0}). Un tel morphisme est également croissant. Pour tout
y=T €€ Rour e Ca(Q), la suite r de nombres rationnels qui est de Cauchy dans
Q l’est également dans K. En effet, pour tout ¢ € K™*, il existe § € Q** tel que
0 < ¢ < € (densité de Q dans K) et ns € N tel que |r,, —r,| < 0 < € pour tous
les entiers m > n > ng. Comme K est complet, la suite r converge dans K vers un
élément x qui est tel que y = ¢ (z). Le morphisme ¢ est donc surjectif et ¢’est un
isomorphisme de corps ordonnés de K sur R. Si ¢ est un isomorphisme de corps
de K sur R, la composée ¢ o1~ ! est alors un morphisme de corps de R dans lui
méme, soit I'identité d’apreés le lemme 1.12, ce qui signifie que ) = . ]

1.8 Exercices

Ezxercice 1.1. Montrer qu’un corps algébriquement clos ne peut étre to-
talement ordonné.

Solution. Soit K un corps algébriquement clos et i une racine du polynéme
X?+1 = 0. Supposons que K soit totalement ordonné. Dans le cas ott i > 0 [resp.
oui<0,ona0=0-i<i®=—1|resp. —i > 0et 0=0-(—i) < (—i)> = —1] et
1=140<1+(—1)=0, ce qui est impossible.

Ezxercice 1.2. Soient A, B deux parties non vide d’un corps totalement
ordonné K admettant des bornes inférieure et supérieure. Montrer que —A,
AUB et A+ B admettent des bornes inférieure et supérieure et qu’on a :

sup (—A) = —inf (A), inf (—A) = —sup (A)

sup (AU B) = max (sup (A),sup (B)), inf (AU B) = min (inf (A) , inf (B))
A C B=inf(B) <inf(A) et sup(A) <sup(B)

sup (A + B) =sup (A) +sup (B), inf (A + B) = inf (A4) + inf (B)

\ J

Solution.

1. Pour tout y = —z € —A ouz € A, on a —y > inf (A4), soit y < —inf(4),
ce qui nous dit que —inf (A) est un majorant de —A. Pour tout e € K™* il
existe x € A tel que inf (A) < = < inf (A) 4+ ¢, donc —z € —A est tel que
—inf (A) —e < —z < —inf (A) et —inf (A) est la borne supérieure de —A. De
maniére analogue, on vérifie que — sup (A) est la borne inférieure de —A.

2. On suppose que max (sup (A),sup (B)) = sup (B) (I'ordre est total). Pour tout
x € AUB,onasoit z € Aetxz <sup(A) <sup(B),soitz € Betxz <sup(B),
donc sup (AU B) < sup (B). Pour tout ¢ € K™* il existe x € B C AU B tel
que sup (B) —e < x < sup(B), donc sup (AU B) = sup (B). On montre de
maniére analogue que inf (4 U B) = min (inf (A) ,inf (B)).

3. Pour tout x € A C B,onainf (B) < x < sup (B), ce qui entraine par définition
des bornes inférieure et supérieure que inf (B) < inf (A) et sup (4) < sup (B).

4. Notons M = sup (A) et M’ = sup (B). Pour tout z = z+y avec (z,y) € Ax B,
onaz < M+ M. Pour tout ¢ € K™*, on peut trouver x € A et y € B tels
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querg<x§MetM/f§<ng’,doncz:x+y€A+Besttel

que M+ M —e <2< M+ M Le réel M + M’ est donc la borne supérieure
de A 4+ B. De maniére analogue, on vérifie que inf (A) + inf (B) est la borne
inférieure de A + B.

Ezercice 1.3. Montrer que le sous-ensemble X = {r €Q, < 2} de Q
est non vide et magjoré, mais n’a pas de borne supérieure dans Q muni de
lordre usuel.

Solution. 1l est clair que X est non vide (par exemple 0 € X) et majoré (pour
re€ X,onar <2carr > 2 donne r2 > 4). Si X admet une borne supérieure
M € Q, on aalors M > 1 (car 1 € X) et pour tout entier n > 1, il existe r € X

1 1)?
tel que 0 < M — — < r < M, donc (M——) < 12 < 2, ce qui nous donne
n n

2M 1
M? — 2 < =— — —. Faisant tendre n vers I'infini, on en déduit que M? < 2.
n n?

D’autre part, comme M est majorant de X, on a M + — ¢ X pour tout n € N*,
n

1\2
donc (M + —) > 2 et faisant tendre n vers l'infini, on en déduit que M? > 2.
n

Au final, on a M € Q et M? = 2, ce qui n’est pas possible. En effet, en écrivant

o E . . 2 2 .

M = = avec p, q entiers naturels non nuls premiers entre eux, on a p* = 2¢° qui
q

entraine que p est pair, soit p = 2p; et ¢ = 2p? entraine ¢ pair, ce qui contredit
le fait que p et g sont premiers entre eux.

Exercice 1.4. Montrer que la suite (ry,), oy = (Z k') de nombres
neN

rationnels est de Cauchy, mais non convergente dans Q.

Solution. On vérifie facilement que cette suite est bien définie et a valeurs dans
Q. Pourm>n>2 ona:

1 1
rm Z k': n+1) (1+n+2+“.+(n+2)~~(m1)m)

k=n+1
m—n—1
1 1 1 1 n+2 1
S(n+1)! 2 (n+2)’“§(n+1)'1——:(n+1)2n'§5
k=0 n+2

ce qui implique que (7,),, est de Cauchy. Supposons qu’elle soit convergente vers
un rationnel r = b ol p,q sont deux entiers strictement positifs premiers entre
eux. Pour tout n > ¢, le nombre p, = n!(r—r,) =n! lim (r, —7ry) est un
m——+oo
n+2

—— < —pour m>n > 2,
(n+1)? " 2

entier strictement positif avec 0 < n! (r,, —r,) <
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ce qui implique 0 < p, < 1 dans N, soit une impossibilité. La suite (rn)nGN est
donc non convergente dans Q.

-

Ezxercice 1.5. Soit (K, <) un corps totalement ordonné. Pour tout poly-
nome P € K[X], on note :

0siP=0

n
d(P) = a, si P(X)= Zaka est de degré n

k=0

2
On écrit toute fraction rationnelle R dans K (X) sous la forme R = — avec

P,Q dans K[X] et Q non nul unitaire. On définit la relation < sur K (X)

par :
P P
(g <22) e @@P - PGy 20
Q1™ Q2
Montrer que cette relation est bien définie et que (K (X),<) un corps to-
talement ordonné non archimédien.

\

Solution.

1. Pour vérifier que la relation < est bien définie, il s’agit de montrer que sa défi-

nition ne dépend pas des choix des numérateurs et dénominateurs des fractions
P1 U1 P2 U2

— =—¢et Ry=—=—dans K(X).

1 W T QW &)
Supposons que d(Q1 P> — P1Q2) > 0. Les polynoémes Q1Q2 et V1V, étant uni-
taires, on a compte tenu des égalités Py V] = U1Qq et PoVo = Us Qs :
d(ViUy —WVoUy) = d(Q1Q2 (ViUz — VoUy)) = d(Q1V1U2Q2 — Q2V2U1Q1)
=d(QViPVa — Q2Va P V)

=d(ViVa (Q1P> — P1Q2)) =d(Q1P> — P1Q2) > 0

La relation < est donc bien définie.

rationnelles concernées. Soient R, =

2. Cette relation est d’ordre. En effet, on a :
P P
e — < —card(0)=0;
050 (0)
. Py Py Py Py
— et — < —, onaalors 0 <d Py, — P, < 0, donc
Q1 ~ Q2 Q2 *]91 » (P2 = F1Q2)
Q1P = P1Q> = 0, soit 7 = &=
° sii<&et&<&alors

Q1 ~ Q2 Q2 Qs

{ d(Q3(Q1P — P1Q2)) = d(Q1 P — P1Q2) >0
d(Q1(Q2P3 — P2Q3)) = d(Q2P3 — P2Q3) > 0

(Q1 et Q2 sont unitaires) et en ajoutant on obtient :

d(Q1Ps — P1Q3) = d(Q2 (Q1P3 — P1Q3)) > 0
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(la somme de deux polynomes de coefficient dominant positif est un poly-
. . L PP
nome de méme nature), ce qui équivaut a — < —=.
Q17 Qs
3. L’ordre est total puisqu’il est total sur K.
P P P P, P P; P3Q;

4. 8i =L < 2t 2 € K(X), on a alors A R Mpourj =1,2
. Q17 Q2 Qs Q; Q3 Q;Q3

e

d(Q1Q3 (P2Q3 + P3Q2) — Q2Q3 (P1Q3 + P3Q1))
=d(Q1 (P2Q3 + P3Q2) — Q2 (P1Q3 + P3Q1))
=d(Q1P2Q3 — Q2P1Q3) = d(Q1P2 — Q2P1) >0

P P; P. P;P.
De méme pour —> >0, on a L2 = ~I=3
Qs Qi Qs  Q;Qs

d(PaP3Q1Q3 — PiP3Q2Q3) = d (P3)d(P2Q1 — P1Q2) >0

pour j =1,2 et :

puisque d (P3) > 0. L’ordre est donc bien compatible avec la structure de corps
de K(X).

1 1
5. Pour tout n € N* on a d(X —n) =1 > 0, donc X > n, soit — > 5 avec
n

1 1
— dans (K (X))"". La suite <7> ne peut donc converger vers 0 et en
X n neN*

conséquence, K (X) n’est pas archimédien.



Chapitre 2

Espaces métriques

Pour ce chapitre, E est un ensemble non vide.

2.1

Distances, espaces métriques et topologie

Définition 2.1. Une distance sur E est une application d : E? — R telle
que pour tous z,y, z dans E, on ait :

e d(x,y) =0 si, et seulement si, y = = (propriété de séparation) ;
e d(y,x) =d(x,y) (propriété de symétrie) ;
o d(x,2) <d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire).

Le couple (E,d) est un espace métrique.

Une distance sur E est nécessairement & valeurs positives. En effet, pour tout
(r,y) € E?ona0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = 2d(z,y), donc d (z,y) > 0.

Exemples 2.1

La valeur absolue sur R [resp. le module sur C| induit une distance en po-
sant d (z,y) = |y — x| pour tous x,y dans R [resp. dans C|. Sauf précision
contraire, R et C seront munis de cette distance.

Sur R = RU {—o00, +oc} lapplication d : (z,y) + |arctan (y) — arctan ()]
en convenant que arctan (£o00) = :i:z, définit une distance qui est bornée
2_

(on a d(x,y) < m pour tous x,y dans R).

Si d est une distance sur E et 'Y est une partie non vide de E, la restriction
de d a Y? définit alors une distance sur'Y (distance induite).

Si f est une fonction de E dans R, Uapplication dy : (z,y) — |f (y) — f (z)]
est une distance sur E si, et seulement si, [ est injective (exercice 2.1).

Sin > 2 est un entier et (E1,dy), -+, (En,d,) sont des espaces métriques,
n

alors les applications 6o et d1 définies sur le produit cartésien E = HEk
k=1
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n
en posant ds (z,y) = max di, (zk,yx) et oy (z,y) = de (g, yr) pour tous
== k=1
T = (Tk)1<p<n €Y= (Yk)1<p<, dans E sont des distances sur E.

o En particulier, pour tout n € N*, on définit des distances sur R™ en posant :

n
doc (2,y) = max |y = 2| et di (2,) = 1; Yk — ]

pour tous © = (Tp) <p<p, €Y = (Yk)1<p<, dans R™.

e Sur Uensemble E = [0,1]" des suites réelles a valeurs dans [0,1] (le cube de
Hilbert) en se donnant une série a termes réels strictement positifs Zan
convergente (voir le chapitre 4), Uapplication qui associe & toute couple (z,y)

“+o0
d’éléments de E le réel Zan |yn — xn| définit une distance bornée (pour
n=0
+oo
toutes suites x,y dans E, on a d(z,y) < ZZan).
n=0

De T'inégalité triangulaire, on déduit que pour tous z,y, z dans un espace mé-
trique (E,d), on a |d(z,2) —d(y,z)| < d(x,y) (deuziéme inégalité triangulaire).
Cela résulte de d (z,2) < d(z,y) +d(y,2) et d(y,2) < d(y,z) +d(z,2z). On en
déduit aussi par récurrence que si (z3),<;.<,, est une suite de n > 2 points de £,

n—1
on a alors d (x1,x,) < Zd (g, Tr41) (inégalité polygonale).
k=1

Définition 2.2. Deux distances d et d’ sur E sont dites équivalentes, s’il
existe deux constantes réelles a et [ strictement positives telles que :

V(z,y) € E?, ad(z,y) < d (2,y) < Bd (z,y)

On définit ainsi une relation d’équivalence sur ’ensemble des distances de E.
Pour la suite de ce paragraphe, (E,d) est un espace métrique que l’on notera
simplement F quand il n’y a pas d’ambiguité, la distance d étant donnée.

Définition 2.3. Pour toute partie non vide A de E et tout z € E, on
définit respectivement le diamétre de A et la distance de x & A par :

0(A)= sup d(z,y), d(z,A) = inf d(z,a)
(z,y)€ A2 acA

On convient que 6 () = 0.

d(z,A) est un élément de R* (borne inférieure d’une partie non vide de R
minorée par 0) et & (A) est un élément RY = RT U {+o0}.

Pour tout « € A, on a d(x, A) = 0, mais la réciproque est fausse. Par exemple
pour A=10,1] CR,onad(0,A) =0et 0¢ A (voir aussi le théoréme 2.7).
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Définition 2.4. On dit qu’une partie non vide A de E est bornée, si son
diametre § (A) est fini.

On vérifie facilement que pour toute partie non vide A de E et tous points x,y
dans F, on a |d(x,A) —d(y,A)| < d(z,y).
Pour tout a € E et tout » € R™*, on note

B(a,r)={z € E, d(z,a) <7}, B(a,7r)={x € E, d(x,a) <r}

L’ensemble B (a,r) [resp. B (a,)] est la boule ouverte [resp. la boule fermée] de
centre a et de rayon r. La spheére de centre a et de rayon r est I’ensemble :

S(a,r)=B(a,r)\ B(a,r) ={z € E, d(z,a) =1}

Exemple 2.1 Sur l’ensemble R des réels muni de la distance associée a la va-
leur absolue, les boules ouvertes [resp. fermées| sont les intervalles de la forme
la—r,a+r[ [resp. de la forme [a —r,a+r]]. De maniére plus générale sur R™
muni de la distance do, les boules ouvertes [resp. les boules fermées| sont les pa-

vés de la forme H lax — ryax + [ [resp. les pavés de la forme H [ar, — ryar + 7]/
k=1 k=1

Définition 2.5. On appelle voisinage d’un point a de E toute partie V de
E qui contient une boule ouverte de centre a et de rayon r > 0.

Définition 2.6. Un sous-ensemble O de E est dit ouvert s’il est vide ou
non vide et voisinage de chacun de ses points, ce qui signifie que pour tout
x € O il existe r, € RT™* tel que B (z,r,) C O. Un sous-ensemble F de E
est dit fermé si son complémentaire E \ F est un ouvert.

Un ouvert non vide de E est une réunion de boules ouvertes : O = U B(z,ry).

zeO
Si F est un fermé non vide de E, un élément x de E appartient & I’ensemble F

si, et seulement si, d (z, F) = 0. En effet, pour = € F, on d (z,F) = 0 que F soit
fermé ou pas. Siz ¢ F, il est alors dans 'ouvert E'\ F et il existe un réel € > 0 tel
que B (z,e) C E\ F,donc F C E\ B(x,¢) et pour tout y € F, on ad(z,y) > ¢,
ce qui implique que que d (z,F) > ¢ > 0.

Exemples 2.2
o L’ensemble vide et E sont a la fois ouverts et fermés dans E.

e Une boule ouverte [resp. une boule fermée] de E est un ouvert [resp. un
fermé|. En effet, pour tout x € B(a,r), on a v = r —d(a,z) > 0 et
B(xz,r") C B(a,r) (on ad(y,a) <d(y,z)+d(z,a) <r' +d(z,a) =1 pour
tout y € B (z,7")). De méme pour v € E\ B (a,r), onar’ =d(a,z)—r >0
et B(x,r") C E\B (a,r) (on ad(y,a)>d(z,a)—d(z,y) >d(a,z)—1 =7
pour tout y € B (x,1")).
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e Tout intervalle ouvert [resp. fermé] de R est un ouvert [resp. un fermé].

e Un intervalle [a,b] o a < b sont deuz réels, n’est ni owvert ni fermé dans R.
n
o Sur R™ muni de la distance do, un pavé ouvert H lak, bi| [resp. un pavé

k=1
n

fermé H [ak, bg]] est un ouvert [resp. un fermé|.
k=1
e Pour toute partie non vide A de E et tout réel strictement positif r, [’ensemble
Vi (A)={x € E, d(z,A) <r} est un ouvert qui contient A. En effet, il est
clair que V,. (A) contient A (on ad(x, A) = 0 pour x € A) et pour tout x dans
V.(A), onar =r—d(A,z) >0 et B(x,r") C V. (A) (poury € B(x,r’)
onad(y,A) <d(y,z)+d(z,A) <r' +d(zx,A) =r).

Théoréme 2.1.

Une réunion quelconque d’ouverts et une intersection finie d’ouverts sont
des ouverts de E. Une réunion finie de fermés et une intersection quelconque
de fermés sont des fermés de E.

Démonstration Si (O;), ; est une famille quelconque d’ouverts non vides (les

O, vides peuvent étre supprimés de la réunion) et x un élément de O = UC’)i, il

existe alors un réel r;, > 0 tel que B (x,r;,) C O;, C O, donc O est oéiért. Si

(Ok)1<k<n est une famille finie d’ouverts non vides (le cas ot I'un des Oy, est vide
n

est trivial) et x un élément de O = m Oy, il existe alors des réel r; > 0, tels que

B (z,r;) C O pour tout k compri:ziltre 1 et n. Le réel r = énklgn ri est alors

n
strictement positif et B (x,r) C ﬂ B (z,r) C O, donc O est ouvert.
k=1
Le résultat sur les fermés s’en déduit par passage au complémentaire. ]

Une intersection infinie d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert comme

11
-, —{ = {0} dans R qui est fermé non ouvert.
n

le montre 'exemple de ﬂ

neN*
De maniére plus générale, I'intersection de toutes les boules ouvertes de centre a,

ﬂ B (a,r) = {a} n’est pas ouverte dans F.
reR+.*
Une réunion infinie de fermés n’est pas nécessairement un fermé comme le
1
montre I’exemple de U {—, 400 { =10, +oo[ dans R qui est ouvert non fermé.

neN*
Ces deux exemples sont des cas particuliers du théoréme qui suit.
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Théoréme 2.2.

Tout fermé de E peut s’écrire comme l'intersection d’une suite décrois-
sante d’ouverts et tout ouvert peut s’écrire comme la réunion d’une suite
croissante de fermés.

Démonstration Soit F un sous-ensemble fermé de E. Pour tout entier na-

1
turel non nul n, 'ensemble V.1 (F) = {x €FE d(F)< f} est un ouvert qui
" n

contient F (voir les exemples 2.2) et on a F = ﬂ Vi (F). En effet, comme F

neN*
est contenu dans tous les Vi (F), il est contenu dans U'intersection et pour tout

T € ﬂ Vi (F),onad(x,F) =0, ce qui équivaut a dire que x € F car F est
neN*
fermé. De plus pour tout n € N*, ona V_1_ (F) C Vi (F), ce qui signifie que la

suite (Vi (F )) est décroissante.
n nEN*
Par passage au complémentaire, on a le résultat annoncé sur les ouverts :

E\NO= (V:(E\NO) et O= | (E\V1(E\O))

neN+ neN®
1
avecE\V;(E\@):{mEE,d(x,E\O)ZE}- u

Théoréme 2.3.

Pour toute partie non vide Y de E, les ouverts [resp. les fermés| de (Y, d)
sont les ensembles de la forme ONY [resp. FNY [ ow O [resp. F| est un
ouvert [resp. un fermé] de E (ouverts et fermés pour la topologie induite ).

Démonstration Pour 'ensemble vide c¢’est clair.

Si O est un ouvert non vide de (Y,d), on a alors O' = U By (z,7;) ou

zeO’
on a noté By (z,r,) = {y €Y, d(y,z) <7} = B(x,7,) NY, ce qui nous donne

O = ( U B (a?,ra:)) NY =0NnYouO = U B (z,7,) est ouvert dans E comme
€O’ €0/
réunion d’ouverts. Réciproquement si O # () est ouvert dans E et z € O’ = ONY,

il existe alors r, € R™* tel que B (z,r,) C O et By (z,r;) = B(x,7,)NY est une
boule ouverte de (Y, d) contenue dans O, ce qui nous dit que O est ouvert dans
(Y,d) . Un fermé F’ de (Y, d) s’écrit F' = Y\ O’ ou O’ est un ouvert de (Y, d), donc
O'=0NnYouOestunouvertde Eet 7/ =Y\ (ONY)=(E\O)NY =FNY
ou F = E\ O est un fermé de E. Réciproquement, si F = E'\ O est un fermé de
E ou O est un ouvert de E, alors F/ = FNY = (E\NO)NY =Y\ (ONY) est
un fermé de (Y, d). |

Un ouvert pour la topologie induite dans (Y, d) n’est pas nécessairement ouvert
dans (F,d) . Par exemple Y est ouvert dans (Y, d), mais pas obligatoirement dans
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(E,d) . Pour un exemple moins trivial, on peut considérer |1, 2] qui est ouvert dans
Y =10, 2] et pas dans R. Dans le cas o Y est un ouvert de E, les ouverts de (Y, d)
pour la topologie induite le sont dans (E,d).

Sur I’ensemble R des réels muni de la distance associée a la valeur absolue, on
a le résultat suivant.

Théoréme 2.4.

Tout ouvert de R est réunion dénombrable d’intervalles ouverts.

Démonstration Soit O un ouvert non vide de R (0 est I'intervalle ouvert |a, af
pour n'importe quel réel a). Comme O est ouvert, pour tout € O il existe un
réel r, > 0 tel que B(x,ry) = |z —ry,x+7r[ C O et pour n, € N* tel que

1 1 1
— < 13 (R est archimédien), on a |z — —,z + —{ C O. De la densité de Q
Ny Ny Ny

1
dans R, on déduit que l'intervalle }x — 2—,x+ { contient un nombre ra-

Ny 21,

. 1 1 . 1

tionnel ¢, et ona v — — < ¢ < ¢+ —, s0it ¢ — — < ¥ < ¢y +
2Ny 21, 21, 2n,
1 1

ou encore T € }qm - — e+ — {, ce dernier intervalle étant contenu dans

2N, 2n,
1 1 . 1 1 1
r——,x+—| C Opuisque z+ — — (@z+—) =2+ — —q. > 0

1 1 1
et g — — (l‘ - 7) = — (a: — > > 0. On a donc au final en dési-
21, TNy 2n,

gnant par ¢ l'application qui associe & tout z € O un couple (n.,q.), 'égalité

1 1
0 = U }q ——,q+ — {, Pensemble d’indices ¢ (O) C N x Q étant dé-
2n 2n
(n,9)€¢(0)
nombrable. ]

De maniére plus générale sur R™ muni de la distance do., on a le résultat qui
suit.

Théoréme 2.5.

Tout ouvert de R™ est réunion dénombrable de pavés ouverts.

Démonstration Soit O un ouvert non vide de R™. Pour tout = = (24); <<, € O

n
il existe un réel r, > 0 tel que B (x,r;) = 1_[]561€ — 1y, Tk + 1z € O et pour
k=1

1 . 1 1
ng € N* tel que — < r,, on a H}xk - —, T+ 7{ C O pour tout entier k
Na bt Mo N

, Tk +

— { contient un nombre
21, 21,

compris entre 1 et n. Chaque intervalle }:ck —

1 1 1 1
rationnel ¢, et on a zp € }qu — ——,Qz .k T+ —{ C }xk - —, T+ —{pour
’ ’ 2n, 21, Ny Ny
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tout k£ compris entre 1 et n, soit :

1 & 1 1
xen}qu oy dok T {CH}xk_n_axk‘F_{CO

2n

et en désignant par ¢ lapplication qui associe & tout € O un couple (ng,qx)

1 n
ou ¢, = (q%k)lgkgnv ona (O = U B <qx,%) ol ¢ (0) C NxQ" est
(n,q)€9(O)
dénombrable. [

[e]
Définition 2.7. Soit A une partie de E. L’intérieur de A noté A, est le plus
grand ouvert de F contenu dans A. L’adhérence de A notée A, est le plus
petit fermé de E contenant A. La frontiére de A notée OA est 'intersection
de Aet E\ A.

On vérifie facilement que 'intérieur de A est aussi la réunion de tous les ouverts
de E contenus dans A et que 'adhérence de A est I'intersection de tous les fermés
de F qui contiennent A.

Un point x de E est dans A si, et seulement si, il existe un réel ¢ > 0 tel que

B (z,e) C A. En effet, siz € A il existe alors ¢ € RT* tel que B (x,¢) cAc A
Réciproquement s’il existe e € R™* tel que B (z,&) C A, la boule ouverte B (z,¢)
est un ouvert de E contenu dans A et qui contient x, donc est contenue dans A et
x € A.

L’adhérence d'une boule ouverte dans un espace métrique n’est pas nécessai-
rement la boule fermée, c’est-a-dire que B (x,7) # B (z,7). Par exemple si d est
la distance discréte définie sur un ensemble E ayant au moins deux éléments par
d(z,x) =0 et d(x,y) = 1 pour & # y, on a pour tout z € E, B(x,1) = {a},
B (x,1) = {z} et B(z,1) = E. Nous verrons au chapitre 3 que dans le cas parti-
culier d'un espace normé, on a 'égalité B (x,r) = B (z,7).

Théoréme 2.6.

Pour tout sous-ensemble A de E on a E\A = E '\ ;1, 0A = A\ ;1,

— — o —
E\NA=E\A et AC A [resp. AC A], cette derniére égalité étant réalisée
si, et seulement si, A est ouvert [resp. A est fermé].

Démonstration L’ensemble E'\ A est un fermé qui contient E'\ A (A est ouvert

et A C A, donc E\ A est fermé et E\ A C E\ A), ce qui implique que E\ A C E\ A.
Si F est un fermé qui contient F \ A, alors E \ F est un ouvert contenu dans A,

donc dans A et F contient E \ A, donc E \ A est le plus petit fermé qui contient
E\ A, soit 'adhérence de ce dernier ensemble. Au final, ona E\A = E\ A et
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o5

h S

l

|

D

—

&

—

;1) :Z\;l. En posant B = E'\ A, onaZ:E\B:E\é,

[e]
soit E\ A = B = E\ A Par définition, on a A = | JO; C A ott (0;);; est
iel
[e]
la famille de tous les ouverts de E contenus dans A. L’égalité A = A nous dit
que A est ouvert comme réunion d’ouverts. Réciproquement si A est ouvert, c’est

alors 'un des O; et nécessairement on a A C A, ce qui donne I’égalité A = A. De
méme, on a A C A = n}'j ol (}-J')jeJ est la famille de tous les fermés de E qui
el
contiennent A. L’égalité A = A nous dit que A est fermé comme intersection de
fermés. Réciproquement si A est fermé, c’est alors I'un des F; et nécessairement
onaA= m}—j C A, ce qui donne I'égalité A = A. ]
jel

Théoréme 2.7.

L’adhérence d’une partie A de E est lensemble des éléments x de E tels
que d (x, A) = 0, ce qui revient o dire que © € A si, et seulement si, pour
tout réel e > 0, il existe y € A tel que d (x,y) < & (soit que ANB (x,&) #0).

Démonstration Il revient au méme de montrer que d (z, A) > 0 si, et seulement
si, v € E\A Sié=d(x,A) > 0, on a alors d(z,y) > 6 pour tout y € A et
E\ B (z,0) est un fermé qui contient A, donc A C E\ B (,§) et en conséquence,
B (z,6) € E\A, donc 2 € E\ A. Réciproquement, si z € E\ A, comme cet ensemble
est ouvert, il existe un réel € > 0 tel que B (x,e) C E\A, donc A C A C E\B (z,¢)
et on a d(z,y) > € pour tout y € A, ce qui implique que d (z, A) > & > 0. ]

Du théoréme précédent, on déduit que x € JA si, et seulement si, pour tout
réel e > 0,ona AN B (z,e) #0 et B(x,e)\ A#0D.

Définition 2.8. On dit qu'une partie D de E est dense dans E si D = E,
ce qui signifie que pour tout « € E et tout € > 0, il existe y € D tel que
d(z,y) < e (soit que DN B (x,e) #0).

[e]
Dire que D est dense dans E revient aussi a dire que £\ D = E\ D = ().
Une partie D de R est dense si, et seulement si, pour tous réels z < y, on a
DN]z,y[ # 0.

Définition 2.9. On dit que l'espace métrique E est séparable s’il existe
dans F une partie dense dénombrable.

Exemple 2.2 De la densité de Q dans R on déduit que pour tout n € N* R”
muni de la distance ds, est séparable : Q" est dénombrable et dense dans R™.
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2.2 Suites a valeurs dans un espace métrique

(E,d) est un espace métrique que l'on désignera simplement par E.

Une suite d’éléments de E (ou a valeurs dans E) est une application définie sur
N (ou une partie de N) et a valeurs dans E. On se limite aux suites définies sur N
et on note u = (uy), oy une telle suite.

Définition 2.10. On dit qu'une suite (uy,), .y d’éléments de E est bornée,
si sup  d(up,un) est fini.
(n,m)€EN?

Dire qu’une suite (uy,),, oy est bornée revient a dire que I'ensemble {u,,, n € N}
est borné dans F (définition 2.4).

Définition 2.11. On dit qu’une suite (uy,), c d’éléments de E est conver-
gente, s'il existe un élément ¢ de E tel que lirf d (un,¢) = 0. Une suite
n—-+0oo

non convergente est dite divergente.

La convergence de la suite (uy,), y vers £ dans E se traduit par :
Ve >0, In. € N; Vn > ng, d(up,b) <e (2.1)

Dans l'assertion (2.1), les deux derniéres inégalités peuvent étre strictes ou
larges. Il est parfois commode de se limiter a e € ]0,1[ sans que cela ne soit
restrictif et la condition d (u,,f) < € peut étre remplacée par d (u,,f) < ac on
a € RT* est donné.

Cette notion de convergence dépend de la distance choisie sur E (exercice 2.3).

En utilisant I'inégalité triangulaire, on vérifie facilement que si une suite (u,,),, cx
d’éléments de E est convergente, sa limite est alors unique, ce qui nous permet de

noter / = lim wu, ouwu, — /.
n—-+4oo n—-+4oo
Une suite convergente est bornée. En effet, si  lim w,, = ¢, il existe alors un

n—-+oo

entier n. tel que d (uy, Um,) < d (Un, ) +d (U, £) < 2 pour tous n > ne et m > ne,

donc  sup  d(up,uy,) < max max  d(Up, Up),2
(n,m)eN? 0<n,m<n.

Définition 2.12. On dit qu'une suite (u,)
Cauchy si :

neny d’éléments de E est de

Ve >0, In. € N Vn > ng, Ym > ng, d(up,um) < e

Les entiers m et n jouant des roles symétriques, on peut se limiter a m > n > n.
dans la définition précédente.
Le résultat suivant est souvent utilisé pour montrer qu’une suite est de Cauchy.
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Théoréme 2.8.

Si (un), ey est une suite d’éléments de E pour laquelle il existe une suite
(En)nen de réels positifs et un entier ng vérifiant :

Ym > n > ng, d(umvun) <én
lim (e,)=0

n—-+4+oo

elle est alors de Cauchy.

Démonstration De lirf (en) = 0, on déduit que pour tout réel € > 0 on
n——+00

peut trouver un entier n. > ng tel que g, < € pour tout n > n., ce qui entraine
d (U, uy) < € pour tous m > n > n.. ]

Théoréme 2.9.

Toute suite de Cauchy dans E est bornée et toute suite convergente est
de Cauchy.

Démonstration La premiére affirmation est une conséquence directe de la défi-
nition et la deuxiéme se déduit de I'inégalité triangulaire. ]

Dans le cas ol toute suite de Cauchy dans E est convergente, on dit que 1’espace
métrique E est complet.

Exemple 2.3 Le point 6 du théoréeme 1.1/ nous dit que R est complet. On en
déduit que pour tout n € N*, l’espace R™ muni de la distance do. est complet.

Les notions d’intérieur et d’adhérence peuvent se définir de fagon séquentielle
dans un espace métrique.

Théoréme 2.10.

Soit A une partie non vide de E.

1. L’intérieur de A est l’ensemble des points x de E tels que pour toute
suite (Tn),cy d'€léments de E qui converge vers x, il existe un entier ng
tel que x,, € A pour tout n > ng.

2. L’adhérence de A est l’ensemble des points x de E qui sont limites d’une
suite de points de A.

3. La frontiére de A est ’ensemble des points x de E qui sont limites d’une
suite de points de A et d’une suite de points de E \ A.

Démonstration

[e]
1. Siz € A, il existe alors un réel € > 0 tel que B (z,e) C A et pour toute

suite (x,), cy d’éléments de £ qui converge vers z, il existe un entier n. tel que

o
d(zn,x) < & pour tout n > n., ce qui implique que z,, € A. Si x ¢ A, alors pour
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1 1
tout entier n > 1, la boule B (m, —) n’est pas contenue dans A (comme B <x7 —)
n n

o [e]
est ouverte, si elle est contenue dans A, elle est aussi contenue dans A et x € A),
o 1 . . .
donc il existe z,, € B (x, —) \ A, ce qui nous donne une suite qui converge vers x
n

avec tous ses termes en dehors de A. D’ou la définition séquentielle de I'intérieur.
2. L’adhérence de A est A = {z € E, d(z,A) = 0} (théoréme 2.7), donc pour

tout = € A et tout entier n > 1, il existe x,, € A tel que d (z,, ) < —, ce qui nous
n

donne une suite de points de A qui converge vers x. Réciproquement si x est la
limite d’une suite (x,), oy dans A, des encadrements 0 < d (v, A) < d (2, z) pour
tout n € N, on déduit que d (z, A) = 0, soit que z € A.

3. Il en résulte que z € A = AN E\ A si, et seulement si, il existe une suite
(), ey d’¢léments de A et une suite (y,), oy d’éléments de E \ A telles que

r= lim z,= lim . [
n—-+4oo n n~>+ooyn

De ce théoréme, on peut déduire des définitions séquentielles des notions d’ou-
verts, de fermés et de partie dense :

e un ensemble O est ouvert dans E si, et seulement si, pour toute suite (2,,),,cy
d’éléments de F qui converge vers x € O, il existe un entier ng tel que x,, € O

pour tout n > ng (cela résulte de O = O);

e un ensemble F est fermé dans F si, et seulement si, toute suite convergente
d’éléments de F a sa la limite dans F (cela résulte de F = F);

e une partie A de E est dense dans F si, et seulement si, tout z € E est la
limite d’une suite de points de A.

Définition 2.13. Soit (u,),cy une suite d’éléments de £. On dit qu'un
élément a de E est valeur d’adhérence de (uy),, oy 8'il est limite d’une suite
extraite, ce qui signifie qu’il existe une application ¢ : N — N strictement

croissante telle que a = ngr-sl-loo Bgom)-

Dans le cas ot (uy, ),y est une suite réelle, on dit que —oo [resp. +oo| est valeur
d’adhérence de cette suite, si on peut en extraire une sous-suite divergente vers
—00 [resp. vers +o0].

Théoréme 2.11.

Un élément a de E est valeur d’adhérence d’une suite (un),, oy d’€léments
de E si :
Ve >0, Vn €N, Im >n, d(um,a) <e (2.2)
Démonstration Si a = lim wu,(,) est une valeur d’adhérence de (un),cy

n—-+4oo
pour tout réel € > 0, il existe alors un entier n. tel que d (uw(n), a) < € pour tout
n > ne. Pour n € N et p=max(ng,n),onam=p(p)>p, doncm>n, p>n.
et d(um,a) =d (ug,(p), a) < e. Réciproquement si a € E vérifie (2.2), on construit
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alors par récurrence une suite extraite (u¢(n))neN telle que d (uw(n)7a) < )
n

pour tout n € N. On part de m = ¢ (0) > 0 tel que d (u;,,a) < 1 et en supposant

obtenus pour n > 0 des entiers ¢ (0) < --- < ¢ (n) tels que d (ugyp,a) < Pl

pour tout k& compris entre 0 et n, il existe un entier m = ¢ (n+1) > ¢ (n) + 1 tel
que d (tp,a) < 3 On a alors ngrfood (uw(n),a) = 0, ce qui signifie que a est

une valeur d’adhérence de (u,) |

neN -

Une suite peut étre sans valeur d’adhérence comme le montre 'exemple de la
suite réelle (n), o - De maniére plus générale, si (uy,),, o est une suite d’éléments
de E pour laquelle il existe un réel r > 0 tel d (z;, ;) > r pour tous ¢ # j dans N,
il est alors impossible d’en extraire une suite convergente.

Théoréme 2.12.

Une suite convergente dans E a pour unique valeur d’adhérence sa limite.

Démonstration Soit (uy), .y suite d’éléments de E convergente vers £. Pour
tout réel € > 0, il existe n. € N tel que d(uy,?) pour tout n > n. et pour
toute application ¢ : N — N strictement croissante, on a ¢ (n) > n > n. pour
tout n > n., ce qui entraine que d (u@(n),é) < . La suite (U‘P("))neN est donc
convergente vers /. n

La réciproque du théoréme précédent est fausse comme le montre I'exemple de
la suite réelle (uy), oy définie par us, =n et uz,1 = 0 (elle est divergente avec 0
pour unique valeur d’adhérence), mais elle vraie pour une suite a valeurs dans un
compact comme on le verra avec le théoréeme 2.17.

Théoréme 2.13.

Une suite de Cauchy est convergente si, et seulement si, elle a une valeur
d’adhérence.

Démonstration Soit (uy), oy suite de Cauchy dans £. Si elle converge, sa limite

est alors en particulier une valeur d’adhérence. Réciproquement si £ = lim ()
n—-+oo

est une valeur d’adhérence de (uy), oy , il existe alors pour tout réel € > 0, un entier
ne tel que d (u¢(n),€) < & pour tout n > n.. Comme (u,),y est de Cauchy, il
existe un entier m. > n. tel que d (un,un) < € pour tous m > n > mg, ce qui
nous donne pour tout entier n > m. :

d(up,l) <d (un,u¢(n)) +d (uw(n),ﬂ) < 2

(pour n > me, on a p(n) >n >m. > n.). La suite (u,),y est donc convergente
vers £. ]

Etant donnée une suite (tn), ey d’éléments de E, on note A 'ensemble de ses
valeurs d’adhérence et pour tout n € N, R,, = {ug, k > n} U'ensemble des valeurs
de la suite (ug)ys,, -
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Théoréme 2.14.

Soit (un), ey une suite d’éléments de E. On a R, = R, U A pour tout
neNet A= mR_n

neN

Démonstration Pour toute valeur d’adhérence a = kgr—i{loo Up(ry de (Un),cx et

tout k € N, on a ¢ (k) > k, donc pour tout n € N, la suite (uw(k))]pn est a valeurs

dans R,, et en conséquence sa limite a est dans R,,. On adonc AC R, pour tout
n € N et comme R, C R,,ona R, UAC R,. Tout a € R, est limite d’une suite
de points (vk),ey de Ry. Sia est dans Ry, il est alors dans R, U A, sinon pour
tout € > 0, il existe un entier k. tel que 0 < d (v, a) < & pour tout k > k.. En
écrivant chaque vy sous la forme vy, = wy(x), on peut trouver pour tout n € N un
entier k > k. tel que m = ¢ (k) > n (s'il existe n € N tel que 9 (k) < n pour
tout k > ke, la suite (vg);>,_ ne prend qu'un nombre fini de valeurs et sa limite
a est I'une de ces valeurs, donc dans R, contrairement & notre hypothése), ce qui
nous donne d (ty,,a) = d (v, a) < . Du théoréme 2.11 on déduit alors que a est
valeur d’adhérence de (uy), oy, soit a € A C R, U A. D’ou I'égaliteé R,=R,UA
pour tout n € N. On en déduit que I'ensemble A est contenu dans tous les R,,,
donc dans m R,,. Du théoréme (2.11) , on déduit que pour tout a € E\ A il existe
neN
un réel £ > 0 et un entier n € N tels que d (u,,a) > & pour tout m > n, ce qui
implique que a n’est pas dans R, et en conséquence, a ¢ ﬂR_n D’ou I'égalité
neN
A= ﬂ R,. [
neN

Du théoréme précédent, on déduit que I’ensemble A des valeurs d’adhérence de

la suite (uy), oy est fermé dans E' comme intersection de fermés.

2.3 Compacité

Définition 2.14. On dit qu’une partie K de F est compacte, si de toute
suite de points de K, on peut extraire une sous-suite qui converge dans K
(propriété de Bolzano-Weierstrass).

La propriété de Bolzano-Weierstrass se traduit aussi en disant que toute suite
de points de K admet une valeur d’adhérence dans K.
Dans le cas ot F est compact, on dit que cet espace métrique est compact.

Définition 2.15. On dit qu'une partie A de E est relativement compacte,
si son adhérence A est compacte.
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Théoréme 2.15.

Une partie non vide A de E est relativement compacte si, et seulement si,
de toute suite de points de A, on peut extraire une sous-suite qui converge
dans E.

Démonstration Si A est relativement compacte, alors toute suite de points de
A étant également une suite de points du compact A, on peut en extraire une
sous-suite qui converge dans A. Réciproquement, supposons que de toute suite de
points de A, on peut extraire une sous-suite qui converge dans E. Soit (yn),,cx-

une suite de points de A. Pour tout n € N*, il existe z,, € A tel que d (xp,,y,) < —
n

et de la suite (x,,),, . d’éléments de A on peut extraire une sous-suite (x%"("))neN*

qui converge vers un élément y de A. En écrivant que pour tout n € N*, on a :
1
d (Yo ¥) < d (Yp(n), Tom)) +d (Tpn) ) < o e (@p(n)»y)

on déduit que lim y,,) = y dans A, ce qui nous dit que A est compact, soit
n—-+oo

que A est relativement compact. ]

Exemples 2.3

e Un segment [a,b] dans R est compact. En effet, le point 5 du théoréme 1.14
nous dit que de toute suite (uy), oy de points de [a,b], on peut evtraire une
sous-suite (USO("))neN convergente (théoréme de Bolzano-Weierstrass) et des
encadrements a < U,y < b, on déduit que sa limite est dans [a,b].

e Si(un),cy est une suite d’éléments de E convergente, on notant £ sa limite,
Pensemble K = {uy, n € N} U{l} est alors compact.

o Un fermé F dans un compact K de E est compact.

e Un sous-ensemble d’un ensemble relativement compact est relativement com-
pact.

Lemme 2.1 Soit K un compact de E. Pour tout réel r > 0, il existe une suite

n

finde (ar);<p<, déléments de K telle que K C UB(ak,T), ce qui signifie que
k=1

le compact K peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de méme

rayon donneé.

Démonstration Supposons qu’il existe r > 0 tel que K ne puisse étre recouvert
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon r et centrée en un point de K.
Partant de ug € K, il existe u; € K \ B (zo,7) (puisque K n’est pas contenu dans
B (ug,)), donc d(up,u1) > r. Supposant obtenus ug,--- ,u, dans K tels que
d (u;,u;) > r pour tous ¢ # j compris entre 1 et n, comme K n’est pas contenu

n
dans U B (ug,r), il existe up+1 € K tel que d (uyy1,ux) > r pour tout k compris

k=1
entre 1 et 7. On construit donc ainsi une suite (uy),, oy d’éléments de K telle que
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d (u;,uj) > r pour tous 7 # j dans N et d’une telle suite il est impossible d’extraire
une suite convergente, ce qui n’est pas possible pour K compact. ]

Le lemme précédent se traduit en disant qu’un compact est précompact.

Définition 2.16. On dit qu’'une partie K de E est précompacte, si pour
tout réel r > 0, K peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes
de rayon r.

Un précompact peut également étre recouvert par un nombre fini de boules
fermées de rayon r > 0.
Un sous-ensemble précompact K de E est borné. En effet, si (ax), ., est une

n
suite finie d’éléments de K telle que K C U B (ag,1), pour x,y dans K, il existe
k=1
deux entiers j, k compris entre 1 et n tels que « € B (a;,1) et y € B (ag,1), donc :

d(l‘,y) < d(x,aj)—Fd(G;j,a,k) +d(ak7y) <M= 2—|—1<Hl%}é d(a’j7ak)
S7,R=n

et K est borné.

Exemples 2.4 Un sous-ensemble relativement compact de E est précompact. Un
sous-ensemble d’un précompact de E est précompact.

Théoréme 2.16.

Un compact de E est fermé, borné et séparable.

Démonstration Soit K un compact de E. Pour toute suite (uy,),, oy d’éléments
de K qui converge vers ¢/ € E. on peut extraire une suite qui converge vers un
élément de K, donc ¢ € K. L’ensemble K est donc fermé. Le lemme 2.1 nous dit
que K est précompact, ¢’est-a-dire qu’il existe une suite finie (ay); <), d’éléments

n
de K telle que K C U B (ag, 1), donc pour tous x,y dans K il existe j, k compris
k=1
entre 1 et n tels que (z,y) € B(aj,1) X B (ax, 1) et :

d(z,y) < d(z,a;) +d(aj,ar) +d(ak,y) <2+d(a;,ar) <2+  nax d(aj,ax)
7]5 7”

ce qui nous dit que I’ensemble K est borné. Le lemme 2.1 nous dit aussi que

pour tout entier n € N il existe une suite finie (a,x); ), d’éléments de K

My 1
telle que K C UB (anyk, 2—n> On vérifie alors que ’ensemble dénombrable
k=1

D = {anr, neNet1<k<m,} est dense dans K. En effet, pour tout z € K

et tout e € RT*, il existe n. € N tel que one < ¢ et un entier m. tel que
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m
5 1
K C UB (ans’k, 27) , donc il existe un entier k£ compris entre 1 et m. tel que
k=1

1
d(z,an, k) < one < g, ce qui nous dit que D est dense dans K. [

De maniére générale, un fermé borné dans un espace métrique n’est pas néces-
sairement compact. Nous verrons au chapitre suivant que dans le cas particulier
ou FE est un espace vectoriel normé, les compacts sont les fermés bornés si, et
seulement si F est de dimension finie (théoréme 3.16). Ce résultat pour F = R est
une conséquence du théoréme de Bolzano-Weierstrass. Voir aussi 1’exercice 2.19.

Corollaire 2.1. Les compacts de R sont les fermés bornés et les ensembles
relativement compacts sont les bornés.

Démonstration Le théoréme précédent nous dit qu'un compact de R est fermé
et borné. Réciproquement, si K est une partie bornée de R, le théoréme de Bolzano-
Weierstrass nous dit que de toute suite de points de K, on peut extraire une sous-
suite convergente et si de plus K est fermé, cette limite est alors dans K. Cet
ensemble est donc compact. Le deuxiéme point en résulte immédiatement. ]

Théoréme 2.17.

Soient K un compact de E et (un), oy une suite d’éléments de K.

1. Si (u, a un nombre fini ay,--- ,a, de valeurs d’adhérences, alors
neN ) ’ s
T

pour tout réel € > 0, il existe un entier n. tel que u,, € U B (ay,e) pour
k=0
tout n > ne.
2. La suite (up), oy est convergente si, et seulement si, elle a un unique
valeur d’adhérence.

Démonstration Comme K est compact, (u,), oy @ au moins une valeur d’adhé-
rence.
1. En notant A I’ensemble des valeurs d’adhérence de (uy),, oy, on suppose que
A={ay, - ,a,}. Sl existe e > 0 tel que pour tout entier n € N, il existe un entier
T

pn > n tel que z,, ¢ UB (ak,€), soit d(uyp,,ar) > € pour tout k compris entre
k=0

L et r, on peut alors construire par récurrence une suite (¢ (n)), oy strictement
croissante d’entiers telle que d (uw(n), ak) > ¢ pour tout k compris entre 1 et r et
de cette suite dans le compact K, on peut extraire une sous suite (u¢(n))n N qui
converge vers a € K tel que d(a,ax) > ¢ > 0, donc a est une valeur d’adhérence
de (uy),cyn qui n'est pas dans A, c’est impossible. D’out le résultat annoncé.

2. On sait déja que si (uy,),, o converge, elle a alors une unique valeur d’adhérence
que cette suite soit a valeurs dans un compact ou pas (théoréme 2.12). Récipro-
quement si A = {¢}, on déduit alors du premier point que pour tout ¢ > 0, il



Compacité 47

existe n. € N tel que u,, € B({,e) pour tout n > n., ce qui revient a dire que
(Un), ey converge vers £. [

Lemme 2.2 (Lebesgue) Soient K un compact de E et (O;),.; une famille d’ou-

verts de E telle que K C U(’)Z- (on dit qu’on a un recouvrement ouvert de K ). I
il

eziste un réel r > 0 tel que toute boule ouverte de centre x € K et de rayon r soit

contenue dans l'un des O;.

Démonstration Supposons que pour tout réel > 0, il existe une boule ouverte
de centre x € K et de rayon r qui ne soit contenue dans aucun des O;. On peut

1

alors trouver, pour tout entier n € N*, une boule B (mn, 7> centrée en x,, € K
n

nen+ d’éléments de K,

on peut extraire une suite (mW("))neN* qui converge vers ¢ € K C U(’)i. Cette
i€l
limite étant dans I'un des ouverts O;, il existe r > 0 tel que B (z,r) C O;. Comme

qui ne soit contenue dans aucun des O;. De la suite (z,,)

1 1 €
li —— =0et 1 = il existe entie tel que —— < — et
nﬂufoo ) nﬂufoo Tym) = , il existe un entier n. qu o) 3

1
d (zp(ny, z) < % pour tout n > n., donc B <x¢(n), T) C B(x,r) C O; (pour

(n)

1 e 1
cB ( , —) conad(zy) <d(zem)+d Y <ii— <o),
y Tt Sy ) O (2,9) < d (2, 00(m)) +d (To(m)y) < 5+ S <9

contrairement a ’hypothése de départ. ]

Théoréme 2.18.

Soit K une partie non vide de E. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. K est compact ;

2. de tout recouvrement ouvert de K, on peut extraire un sous-recouvrement
fini (propriété de Borel-Lebesgue) ;

3. K est précompact et complet.

Démonstration
(1) = (2) Soient K un compact de E et (O;),.; une famille d’ouverts de E telle

que K C U(’)i. Le lemme 2.2 de Lebesgue nous dit qu’il existe » > 0 tel que
il

toute boule ouverte de rayon r et de centre z € K est contenue dans I'un des O;

et le lemme 2.1 qu’il existe une suite finie (ay); <, d’éléments de K telle que

K C U B (ag,r) (K est précompact). Chaque boule B (ay, ) étant contenue dans

k=1
n

un ouvert O;, , on en déduit que K C U Oi,-
k=1
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(2) = (1) Reéciproquement soit K une partie non vide de F telle que de tout
recouvrement ouvert de K on puisse extraire un sous-recouvrement fini. S’il existe
une suite (), oy d’éléments de K sans valeur d’adhérence dans K, on peut alors
trouver pour tout z € K, un réel r, > 0 tel que B (z,r,) ne contienne qu'un

nombre fini de valeurs de la suite (uy,) Mais alors du recouvrement ouvert
P

K C U B (z,r;), on peut extraire un recouvrement fini K C U B (aj, raj) et la
zeK k=1

suite (un), oy ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs qui en sont des valeurs

d’adhérence, ce qui est contraire a I’hypothése de départ. L’ensemble K est donc

compact.

neN -

(1) = (3) Si K est compact dans E, le lemme 2.1 nous dit alors qu’il est précom-
pact. Si (up),, oy est une suite de Cauchy dans le compact K, elle admet alors une
valeur d’adhérence vers laquelle elle converge (théoréme 2.13), cette limite étant
dans K puisque cet ensemble est fermé. Le compact K est donc complet.

(3) = (1) Supposons que K non vide soit précompact et complet. On se donne

une suite (uy ),y d’éléments de K et nous allons construire par récurrence une

1
suite (Jy,),cy- de parties infinies de N et une suite <B (:En, 27)) de boules
neN*
ouvertes telles que J, 1 C J,, pour tout n € N* et tous les u; pour j € J,, soient

dans la méme boule B (xn, ) . L’ensemble K étant contenu dans une réunion

on
1
finie de boules ouvertes de rayon 2’ il existe une partie infinie J; de N telle que tous

1
les u; pour j € J; soient dans une méme boule B (xl, 5) (principe des tiroirs).

1
Supposant construites pour n € N* les suite (Jk)lgkgn et (B (xk., 2k)>1<k<
SESNn
satisfaisant les conditions imposées. Comme K est contenu dans une réunion finie

de boules ouvertes de rayon il existe une partie infinie J,,41 de J, telle

2n+1’
que tous les u; pour j € J,41 soient dans une méme boule B (aan, ﬁ) .
On définit alors par récurrence la suite d’entiers (¢ (n)), oy~ comme suit. Pour
n =1, ¢ (1) = minJ; et supposant construit ¢ (n) pour n € N* on définit
¢ (n+ 1) comme le plus petit élément de Jy,41 N [p (n) + 1, +00[ (cette partie de
Jn est non vide car J,41 est infini). La suite (¢ (n)), . est alors strictement

1
croissante et pour tous m > n dans N*, u,,) et uy(m) sont dans B (mn, 27) (on
1
ap(m) ey, CJ,) doncd (u@(m),u%,(n)) <d (U¢(m),$n) +d (xn,uq,(n)) < PTESE
ce qui implique que la suite (“sa(n))n en- ©st de Cauchy dans K donc convergente
vers un élément de K puisque K est complet. ]

Par passage au complémentaire, on déduit du théoréme précédent qu’'un sous-
ensemble K de E est compact si, et seulement si, de toute famille (F;),., de
fermés dans K d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille fini également
d’intersection vide. Par contraposition, on en déduit que si (F;),.; est une famille
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de fermés dans K telle que toute intersection fini d’éléments de cette famille est
non vide, alors ﬂ]—"i est non vide.
iel

Exemple 2.4 R est non compact car m [n, +oo] =0 (ce qui résulte du caractére
neN
archimédien de R), alors que pour toute famille finie J d’entiers naturel, linter-
section ﬂ [, +o0[ = [max (J) , +o0[ est non vide.
neJ

Corollaire 2.2. Dans E complet, un sous-ensemble non vide est relative-
ment compact si, et seulement si, il est précompact.

Corollaire 2.3. (Compacts emboités) Si (K), .y est une suite dé-
croissante de compacts non vides dans E (i. e. telle que K,y1 C K,

pour tout n € N), lintersection ﬂKn est alors mon wvide. Dans le cas
neN

ot lim J(K,) =0, cette intersection est réduite & un point.
n—-+oo

Démonstration La suite (K,), .y étant décroissante, c’est une suite de com-

pacts de Ky. Si ﬂ K, =0,onaalors K C £ = U E\ K, et de ce recouvrement

neN neN
m

ouvert du compact Ky on peut extraire un sous recouvrement fini Ky C U E\K,,,
k=1
chaque ouvert E \ K, étant contenu dans F \ K, ou r =  max ny, (pour tout
SRSM
k compris entre 1 et m, on a K, C K, ), ce qui implique que Ky C E \ K, avec
K, C Ky, donc E\ Ky C K, C Ky, ce qui est impossible pour Ky non vide. Au
final, on a ﬂ K, # (. Si z,y sont deux points de cette intersection, on a alors

neN
d(z,y) <6 (K,) pour tout n € N et dans le cas ot lir_irrl 0 (K,) = 0, cela implique
n—-—+0o0
en faisant tendre n vers +oo que d(x,y) = 0, soit que y = z. Cette intersection
est donc réduite a un point. ]

2.4 Le théoréme de Baire

Avec le théoréme 1.14 on a vu que la complétude de R équivaut a la propriété
des intervalles emboités. De maniére plus générale, on a le résultat suivant.
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Théoréme 2.19. Boules emboitées

L’espace métrique E est complet si, et seulement si, pour toute suite
décroissante (B (mn,rn))neN de boules fermées (boules emboitées) telle que

lim r, =0, lintersection ﬂ?(m‘n, ry) est réduite ¢ un point.
n—-+00 eN
n

Démonstration Supposons E complet et soit (E (wn,rn))neN une suite de

boules fermées emboitées. Pour tous m > n, on a @, € B (Tm,7m) C B (Tn, ),

donc d (zp,2n) < r, avec lim 7, = 0, ce qui implique que la suite (z,)
n—+o0o

est de Cauchy, donc convergente vers un élément = de E. Pour tout n € N on a
d(z,2n) < d (2, 2m)+d (Tm, ) < d(z,2,)+r, pour tout m > n, ce qui implique
en faisant tendre m vers 400 que d(x,x,) < r,, soit que € B (xy,,r,), donc

neN

T € ﬂg(xmrn) et cette intersection est non vide. Si y est un autre point de

neN
cette intersection, on a alors d (z,y) < d (z,x,) +d (z,,y) < 2r, pour tout n € N,

ce qui implique en faisant tendre n vers +oo que d (x,y) = 0, soit que y = x. Cette
intersection est donc réduite a {z} . Réciproquement, on suppose que la propriété

des boules emboitées est vérifice et on se donne une suite de Cauchy (uy,),, o - 11

1
existe un entier ny tel que d(up, un,) < 5 pour tout n > ni. Supposant obtenus

1
< oF pour tout entier
k compris entre 1 et r et tout entier n > ng, il existe un entier n,41; > n, tel

pour r € N* des entiers n; < --- < n, tels que d (uy, un, )

que d (umum“) < pour tout entier n > ny1. La suite de boules fermées

2r+1

— 1
(B (Um, F)) est alors décroissante. En effet pour tout » € N* et tout
reN*

T € E(umH?%) ,on a d(w,unHl) < o et d(unrﬂ,unr) < % car ny41 > Ny,
donc : .
d(z,up,) <d (w,um,ﬂ) +d (um,ﬂ,um,) < 227 = 53

— 1
soit x € B <um, 27—_1> . Il existe alors par hypothése un élément = de E tel que

_ 1 1
ﬂ B (um, Tj) = {x} et des inégalités d (z, uy,, ) < 3r— pour tout r € N*, on
reN*
déduit que la suite (up, ), cy. converge vers x, ce qui implique que z est aussi la
limite de la suite de Cauchy (uy),, .y d’aprés le théoréme 2.13. L’espace métrique
E est donc complet. [ ]

Une conséquence importante du théoréme des boules emboitées est le résultat
qui suit.
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Théoréme 2.20. Baire

Soit (E,d) un espace métrique complet. Si (Oy), cy est une suite d’ou-

verts denses dans E, l'intersection O = m O,, est alors dense dans E.
neN

Démonstration Il s’agit de montrer que pour tout = € E et tout réel € > 0, on
a ONB(z,¢e) # (. Soit donc B = B(z,e) C E. Du fait que 'ouvert Oy est dense
dans F, on déduit que 'ouvert BN Oy est non vide et on peut trouver une boule

fermée By = B (xg,r0) avec ¢ € |0, 1] telle que By C BN Op. En utilisant ensuite
le fait que ouvert O est dense dans F, on déduit que Pouvert O1NB (xg,70) est

1
non vide et on peut trouver une boule fermée By = B (z1,71) avecry € |0, 3 telle

que By C O1NB (x0,70) . En itérant ce procédé, on construit une suite (B,),,cy
de boules fermeées telle que :

_ 1
B, = B (xy,r,) avec r, € }O, 7{, By C BN Oy, Bpi1 C OpNB (24, 10)
n

+1
En effet, supposant construites les boules fermées By, pour k compris entre 0 et n
avec n > 0, en utilisant la densité de 'ouvert O,, 41 dans E, on déduit que 'ouvert

On41NB (2, ) est non vide et il existe une boule fermée B, 11 = B (€541, 7n+1)
1
avec rp41 € |0, ?{ telle que B,y1 C OpNB (7,,7,) . La suite (B,), oy est
n

alors une suite de boules fermées emboitées dans E telle que lirf rn, = 0 et le
n—-—+oo

théoréme des boules emboitées nous dit que m B, ={y}.Onaalorsy € By C B

neN
et y € Byy1 C O, pour tout n € N, donc y € O N B et cet ensemble est non vide.

En conclusion, O est dense dans E. ]

Utilisant le fait qu’un ouvert O est dense dans F si, et seulement si, le fermé
E\ O est d'intérieur vide (conséquence du théoréme 2.6) et le fait que le com-
plémentaire d’une intersection est la réunion des complémentaires, on a I’énoncé
équivalent suivant du théoréme de Baire.

Théoréme 2.21. Baire

Soit (E,d) un espace métrique complet. Si (Fp), cy est une suite de fer-

més d’intérieur vide dans E, la réunion F = U}"n est alors d’intérieur
n>1
vide.

On peut encore énoncer le théoréme de Baire de la fagon suivante.
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Théoréme 2.22. Baire

Soit (E,d) un espace métrique complet. Si (Fy,), cy est une suite de fer-

més de E telle que E = U]:n, alors l'un des fermés F,, est d’intérieur
n>1
non vide.

Avec les notations et hypothéses précédentes, on peut en fait montrer que 1’ou-

o
vert U F,, est dense dans E (exercice 2.8).
neN

2.5 Limites réelles supérieure et inférieure

A toute suite réelle bornée (u,),cy on peut associer les suites (v,), oy et

(Wn),,en Tespectivement définies par v, = Sl>1p up et w, = ;r>1£ u, pour tout n € N.
p>n Z

Ces suites sont bien définies du fait que tous les ensemble E,, = {u,, p > n} sont
bornés et on a w,, = inf (E,) < v, =sup (E,).
Lemme 2.3 Avec les hypotheses et notations qui précedent, la suite (vy,), oy est
décroissante minorée et la suite (wy), oy croissante majorée.
Démonstration La suite (u,),y étant bornée, on a en notant m = infgI Uy et
ne
M = sup u,, :
neN
vneN, Vp>n, m<u, <M

c’est-a-dire que, pour tout n € N, m est un minorant de F,, et M un majorant de
FE,, ce qui entraine :

vneN, m <w, =inf(E,) <wv, =sup(E,) <M

Les suites (vp),cy et (wn), oy sont donc bornées. En écrivant, pour tout n € N,
que E,+1 C E, = {u,} U E, 11, on déduit que :
wy, = inf (E,) < wpp1 = inf (Epyq) et vpp1 =sup (Bpi1) < v, =sup (Ey)

c’est-a-dire que (vy), o est décroissante et (wy,),, oy croissante. |
Du lemme précédent, on déduit que les suites réelles (vy,),, o et (wn),, oy sont
convergentes, ce qui permet de définir les réels :

limsupu, = lim wv,, iminfu, = lim w,
n——400 n—-4oo n—+4oo n—-4o0o

ces limites étant respectivement appelées la limite supérieure et la limite inférieure
de la suite bornée (u,)

nen - Onlesnote aussi lim  (uy,)et lim (uy).Onadonc:
n—-+oo
n—-+4oo
¢y =liminfu, = lim inf u, = sup (inf up)
n—-+oo n—-+oo p>n neN p>n

ly =limsupu, = lim supu, = inf | supu,
n—+o00 n—=+00 >y neN \ p>n
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Théoréme 2.23.

Avec les hypothéses et notations qui précédent, les réels £1 et £y sont des
valeurs d’adhérence de la suite (uy), oy et pour toute valeur d’adhérence (
de (up) on at; <l <ty C’est-a-dire que limsup u,, est plus grande

n——+00

valeur d’adhérence et limJirnf Uy, la plus petite valeur d’adhérence de la suite
n—-+0oo

neN>

bornée (Un),cy -

Démonstration De ¢, = sup (w,) avec (w, ),y croissante, on déduit que pour
neN
tout réel € > 0 il existe un entier n. tel que :

Y > ne, b1 —e < w, = inf u, <4
p=>n
et par définition de la borne inférieure, pour tout n > n., il existe un entier p > n
tel que w,, < u, < w, +¢ < {1 +¢e. On a donc montré que pour tout réel ¢ > 0
et tout entier n € N, il existe un entier p > n tel que {1 —e < u, < {1 + ¢ (pour
€ donné, on a soit n > n. et on trouvé un tel entier p > n, soit 0 < n < n,
et on prend alors p qui correspond a n.). On peut alors extraire de (uy,),y une
sous-suite qui converge vers £1 en procédant comme suit : prenant € = 1 et n = 0,

1
onap=(0)>0tel que f; —1 < ug,) < ¢1+1, puis pour € = ietnzap(O)—l—l

1 1
onap=¢(l) > ¢(0) tel que ¢{; — 5 < Up() < 0+ B et continuant ainsi de

suite on construit une suite strictement croissante d’entiers naturels (¢ (n)), <y

1
telle que £; — < Uy < 1+ o (les entiers ¢ (0) < --- < ¢ (k) étant
n

n+1

construit en prenant & = et n = ¢ (k) + 1 on obtient ¢ (k+1)). On a alors

k+2

e = b

On montre de maniére analogue que /5 est valeur d’adhérence de (un),,cy -

Soit ¢ = 11111 Ug(n) une valeur d’adhérence de la suite (uy), oy 0t (¢ (1)), cn
n—r—+00

est une suite strictement croissante d’entiers naturels (1’existence de valeurs d’adhé-
rence d’une suite bornée est assurée par le théoréme de Bolzano-Weierstrass). En
passant a la limite dans les encadrements wy, () < Up(n) < Vy(n), on obtient I'en-
cadrement ¢; < ¢ < /5. [

Dans le cas ou la suite réelle (uy), .y n’est pas bornée, soit elle n’est pas ma-
jorée et +oo est valeur d’adhérence, soit elle n’est pas minorée et —co est va-
leur d’adhérence. Donc une suite réelle a toujours des valeurs d’adhérence dans
R = RU{—00, 400} et on peut définir sa limite supérieure [resp. inférieure] dans
R comme la plus grand [resp. plus petite] de ses valeurs d’adhérence.

Théoréme 2.24.

Une suite réelle suite (un), oy est convergente si, et seulement si, on a

lim inf u,, = lim sup u,,.
n—+00 n— oo
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Démonstration Si (u,), y est convergente, sa limite ¢ est alors I'unique valeur
d’adhérence et on a £; = 5. Réciproquement si £1 = {5, toute valeur d’adhérence
de (un),cy étant comprise entre £; et o, il ne peut y en avoir qu'une et comme
(tn), e est bornée, elle est nécessairement convergente (théoréme 2.17). ]

Théoréme 2.25.

Soient (un),cn €t (Un) ey deurs suites réelles bornées.

1. Ona:
liminf (u,) + liminf (v,) < liminf (u, + v,)
n—+oo n—+oo M ——+00

lim sup (u,, + v,,) < lim sup w,, + limsup vy,
n— oo n—-+oco n—+00

2. St up < vy, pour tout n € N, on a alors :

lim inf (u,) < liminf (v,) et limsupwu, <limsupv,
n—+00 n—+00 n——+00 n—+00

Démonstration
1. Pour tout n € N et tout entier p > n, on a inf u, + inf v, < up, + vy,
p=n p=n

donc inf u, + inf v, < inf (u, + v,) et passant & la limite quand n tend vers
p=n p=>n p>n

Pinfini, on en déduit que liminf (u,) 4 liminf (v,) < liminf (u,, + v,). De méme

n—-+o0o n—-+oo n—-+4oo
en écrivant que u, + v, < supu, + supv, pour tous p > n, on en déduit que
p=n p>n

sup (up + vp) < sup u, +sup v, pour tout n et passant a la limite, il en résulte que

p>n p>n p>n

lim sup (u,, + v,) < limsup u,, + limsup v,,.

n—-4o0o n—4oo n—-4oo
2. Siu, < v, pour tout p € N, on a alors inf u, < inf v, pour tout n € N
p=n p=n
et passant a la limite, on en déduit que liminf (u,) < liminf (v,). De maniére
n—-+oo n——+o0o
analogue, on vérifie que lim sup u,, < limsupv,,. ]
n—-+oo n—-4oo
. 1

En considérant (un ), ey = ((—1)")en €t (Vn)pen = (—Un)pen = ((—1)"+ )neN,

on a liminf (u,) = liminf (v,) = —1 (la plus petite valeur d’adhérence), donc :
n——+oo n—r+o00

liminf (u,,) + liminf (v,) = =2 < liminf (u, + v,) =0

n—-+00 n— 400 n—-+00

2.6 Limites et continuité des fonctions

Pour ce paragraphe, R est muni de la distance définie par la valeur absolue,
(E,d), (F,d") sont deux espaces métriques, D est une partie non vide de F non
réduite & un point et f est une fonction de D dans F.
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Définition 2.17. Soit o un point dans adhérence D de D. On dit que f
admet une limite quand x tend vers « dans D, s'il existe ¢ € F tel que :

Ve e R IneR™™; (zx € D\ {a}, d(z,a) <n) = (d (f(z),£) <e)

Comme pour les suites, on peut vérifier en utilisant I'inégalité triangulaire que
si la fonction f admet une limite en o € D, cette derniére est alors unique et on
peut noter £ = lim f (z) ou f(z) — (.

r—« r—«
Dans le cas ou f est définie en «, on peut avoir f () # lim f (z). Par exemple
r—«
pour la fonction f : R — R définie par f(0) = 1 et f(x) = 0 pour x # 0, on a
lim f(x) = 0% [ (0) = 1.
r—r

Le théoréme qui suit nous donne une caractérisation séquentielle de la notion

de limite.

Théoréme 2.26.

La fonction f : D — F admet une limite en oo € D si, et seulement si,
pour toute suite (), .y de points de D\ {a} qui converge vers o, la suite
(f (wn)),en est convergente.

Démonstration Soit f : D — F admettant une limite £ € F en o € D. Pour
tout ¢ € RT* il existe n € R™* tel que d(z,a) < n dans D \ {a} entraine
d (f(w),£) < e etsi(zn),cy est une suite de points de D \ {a} qui converge
vers q, il existe alors un entier ng tel que 0 < d(x,,«) < n pour tout n > ng, ce
qui implique d (f (z,),¢) < €. On a donc ngr}rloof (z,,) = £. Réciproquement, on

suppose que f transforme toute suite d’éléments de D\ {a} qui converge vers « en
une suite convergente. Soient (2,,),,c s (Un), ey deux suite de points de D\ {a} qui
convergent vers c. Les suite (f (2n)),cy €t (f (Yn)),en convergent respectivement
vers £ et £’ dans F. On définit la suite (2,), oy de points de D\ {a} par 22, = 22,
et zopt1 = Yont1 pour tout n € N. Cette suite (Z”)nEN converge vers «, donc
(f (2n)),en converge et on a :

O= lim f(ron) = lm f(z20) = lim f(z2041) = lm f(yans1) =0
Donc toute suite (), .y de points de D\ {a} convergente vers « est transformée
en une suite (f (z)), ¢y qui converge vers un méme élément £ de F. Si f n’admet
pas £ pour limite en «, il existe alors un réel € > 0 tel que pour tout entier n > 1

1
on peut trouver x,, € D\ {a} tel que d (z,,a) < -~ et d' (f (x,),¢) >¢e. On adonc

ainsi une suite (z,,),y de points de D\ {a} qui converge vers a pour laquelle la
suite (f (z,)),cn D€ converge pas vers £, ce qui est une contradiction d’aprés ce
qui précede. ]

On peut remarquer que dans ’énoncé du théoréme précédent, il n’est pas de-
mandé a priori aux suites (f (,,)), oy de converger vers un méme élément, méme
si ce fait apparait dans la démonstration. D’un point de vue pratique, le théoréme
précédent s’exprime aussi de facon plus classique en disant que ;E}I{lx f(x)=1Lsi, et
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seulement si, on a lim f(x,) = £ pour toute suite (z,),y de points de D\ {a}

li
n—-+00
qul converge vers «.

Définition 2.18. On dit qu'une fonction f : D — F est continue en o« € D
si:

Ve e RY* IneR™™; (x €D, d(x,0) <n) = (d(f(z),f(a)) <e)

Dans le cas ou f est continue en tout point de D, on dit qu’elle est continue
sur D.

Si a est isolé dans D, c’est-a-dire s'il existe § € RT* tel que B (a,d) = {a},
toute fonction f : D — F est continue en . En un point o € D non isolé, la
continuité de f en « se traduit par lim f (z) = f (a).

r—«

Exemples 2.5

o Munissant E de la distance discréte, toute fonction f: E — F est continue.
Pour n € ]0,1[, la condition d (xz,«) < n équivaut ¢ x = «, ce qui implique
que d' (f (z), f (a)) =0 < & pour tout € € RT*.

o En utilisant l'inégalité triangulaire, on vérifie que pour tout xo € E, la fonc-
tion x — d (z,x0) est continue de E dans R. De méme pour toute partie non
vide A de E, la fonction x — d(x, A) est continue de E dans R.

Du théoréme 2.26, on déduit la caractérisation séquentielle suivante de la notion
de continuité en un point.

Théoréme 2.27.

La fonction f: D — F est continue en o € D si, et seulement si, toute
suite (wn)neN de points de D qui converge vers « est transformée par f en
une suite convergente dans F.

Comme pour le théoréme 2.26, les suites (f (2,,)),,cy dans I'énoncé du théoréme
précédent convergent nécessairement vers f («) et ce dernier s’exprime en disant
que f est continue en « si, et seulement si, on a lirf f(xn) = f («) pour toute

n—-+0oo

suite (), de points de D qui converge vers a.

Exemple 2.5 La fonction indicatrice de Q définie par 1g(x) =1 si x € Q et

1g (z) = 0 sinon est discontinue (i. e. non continue) en tout point. En effet, un
2
nombre rationnel v est limite de la suite d’irrationnels (zn),cn- = | 7+ £>
n
neN*

avec liT 1g (z,) = 0 # 1g (r) et un nombre irrationnel x ¢ Q est limite d’une
n—-+0oo

suite (1), cn- de nombre rationnels avec nll)rfoo 1g (rn) # 1o (2).

Une fonction continue ne transforme pas nécessairement une suite de Cauchy

1
dans E en suite de Cauchy dans F. Par exemple f : z +— — est continue sur R™*,
x



Limites et continuité des fonctions 57

1 1
la suite (7) est de Cauchy dans R** et (f (7)) = (n),en+ D'est pas
neN> N7/ nenx
de Cauchy.

Théoréme 2.28.

Soient (G,d") un espace métrique, f : D — J C F une fonction continue
en o € D et g: J — G une fonction continue en f(«). La composée
go f:D — G est continue en a.

Démonstration Par continuité de la fonction g en f () pour tout € € RT*,
il existe n € R™* tel que d’(g(y),g(f(a))) < & pour tout y € J tel que
d (y,f(a)) < n et il existe n € RT* tel que d' (f (x), f(a)) < 1’ pour tout
x € D tel que d(z,a) < 1, ce qui nous donne d”’ (g (f (z)),g(f («))) < & pour
tout = € D tels que d(z,a) < 7. =

Exemple 2.6 Si f : D — F est continue en « € D, alors pour tout y € F, la
fonction x — d' (f (z),y) est continue en .

Le théoréme qui suit nous donne une caractérisation topologique de la notion
de continuité sur D (voir aussi le paragraphe 2.10).

Théoréme 2.29.

La fonction f : D — F est continue sur D si, et seulement si, l’image
réciproque par f de tout ouwvert [resp. tout fermé| de F est un ouvert [resp.
un fermé| de D (pour la topologie induite).

Démonstration On rappelle qu'une partie J de D est ouverte [resp. est fermée|
dans D si elle s’écrit J = DN O ou O est un ouvert [resp. un fermé| de E. Soient
[+ D — F une fonction continue et O’ un ouvert de F. Pour tout a dans f~! (0’),
on a f(a) € O, donc il existe un réel € > 0 tel que la boule ouverte B’ (f («) ,¢)
soit contenue dans O’ et avec la continuité de f, on peut trouver un réel n > 0
tel que pour tout x € B (a,n) N D on ait f(x) € B’ (f(a),e) C O'. On a donc
B (a,n) N DCf~1(O') et en posant O = U B (a,7n), on définit un ouvert
agf~1(0)
de E tel que f~1(O') = DN O, ce qui prouve que f~!(O’) est ouvert dans D.
Réciproquement, supposons que 'image réciproque par f de tout ouvert de F' est
un ouvert de D. Pour o € D et ¢ > 0, f~1 (B’ (f (a),e)) est un ouvert de D,
il existe donc un réel n > 0 tel que B(a,n)N D C f~H (B (f(a),e)), ce qui
signifie que d' (f (x), f (o)) < € pour tout « € B (a,n) N D. La fonction f est donc
continue en tout point de D. Pour ce qui est de I'image réciproque des fermés, on
utilise le fait qu'un fermé est le complémentaire d’un ouvert et I'image réciproque
du complémentaire est le complémentaire de I'image réciproque. ]
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Définition 2.19. Soit J une partie non vide de F. On dit que f : D — J est
est un homéomorphisme, si elle est continue bijective d’inverse f~! continue.

Définition 2.20. Deux distances d et d’ sur E sont dites topologiquement
équivalentes si 'identité Id : x — ax réalise un homéomorphisme de (F,d)
sur (E,d').

La définition précédente revient aussi a dire que les distances d et d’ définissent
la méme topologie sur F, ce qui signifie qu'une partie O de E est ouverte pour la
distance d si, et seulement si, elle est ouverte pour d’.

Exemples 2.6

1 1
o Les distances d : (x,y) — |y —x| et d' : (z,y) — ’—_
y

sont topologi-

1
quement équivalentes sur R™*. Cela résulte du fait que la fonction x — —
x
réalise un homéomorphisme de R™* sur lui méme égal ¢ son inverse.
o Les distances d : (x,y) — |y —z| et d' : (x,y) — |arctan (y) — arctan ()|

sont topologiquement équivalentes sur R, alors que (R,d") n’est pas complet
(exercice 2.6). La complétude n’est pas une notion topologique.

o Deux distances équivalentes au sens de la définition 2.2 sont topologiquement
équivalentes, mais la réciproque est fausse. Si d est une distance sur E 'ap-
d(z,y)

1+d(z,y)

équivalente & d, mais non équivalente pour d non bornée (exercice 2.5).

plication d' : (x,y) — définit une distance sur E topologiquement

Définition 2.21. On dit que f : D — F est uniformément continue sur
D si:

Ve e R™*, In e R™™; ((z,y) € D?, d(z,y) <n) =d (f(z),f(y) <e

Exemples 2.7

e La fonction x — \/x est uniformément continue sur RT. Cela se déduit de :

Cette inégalité est triviale pour © =y et pour y > x > 0 (x,y jouent des
roles symétriques), on a |\/_ - \/§|2 =y—2/zy+z>y—x.
e Une fonction f : D — F lipschitzienne (ce qui signifie qu’il existe X € RT

tel que d' (f (z), f (v)) < Ad(z,y) pour tous x,y dans D) est uniformément
continue sur D.
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e Pour tout ro € E et toult sous-ensemble non vide A de E, les fonctions
x> d(x,x0) et x— d(x, A) sont uniformément continues de E dans R car
1-lipschitzienne.

Une fonction uniformément continue sur D est évidemment continue en tout
point de D, la nuance étant qu’un réel 1 associé a € ne dépend que de f, D et €.

La notion de continuité est une notion ponctuelle alors que celle de continuité
uniforme est globale. On peut aussi remarquer que cette notion de continuité
uniforme est une notion métrique alors que celle de continuité est topologique.

Une fonction f: D C R — R peut trés bien étre uniformément continue sur tout
intervalle strictement contenu dans D sans étre uniformément continue sur D tout

entier. C’est le cas, par exemple, pour la fonction f : & — — sur D =0, 1]. Elle

y—x y—x
MR
Ty a
x:n,y=x+ﬂ,ona\y—x\<navec —— === > .
2 Y 3n 3

Le théoréme qui suit nous donne une caractérisation séquentielle de I'uniforme
continuité.

est lipschitzienne sur tout [a, 1] ou 0 < a <1 (|f (y) — f (z)|

DN | =

donc uniformément continue sur ces intervalles. Mais pour tout réel n € }0,

1 1 2

Théoréme 2.30.

Une fonction f : D — F est uniformément continue si, et seule-
ment si, pour toutes suites (Tn),cy € (Yn), ey d'€léments de D telles que

lim d(xn,yn) =0, on a ngliloo d' (f (zn), f(yn)) = 0.

n—-+00

Démonstration Soit f : D — F uniformément continue. Pour tout e € R**,
il existe n € R™* tel que d' (f (z),f(y)) < e pour tous x,y dans D vérifiant
d(z,y) < n. Si (Tn),en €6 (Yn),ey sont deux suites d’éléments de D telles que

lirf d(zn,yn) = 0, il existe alors un entier ng € N tel que d(x,,y,) < n pour
n—-+0oo

tout n > ng, ce qui entraine que d’' (f (z,), f (yn)) < € pour tout n > ng et prouve
que l'on a hIJIrl d (f (yn), f (x,)) = 0. Réciproquement supposons que l'on ait
n——+0o00

ngrfoo d" (f (rn), f (yn)) = 0 pour toutes suites (z,),cy €t (Yn),cy d'éléments de

D telles que lir+n d(xn,yn) = 0. Si f n’est pas uniformément continue, il existe
n—-+0oo

alors un réel € > 0 tel que pour tout n > 1 on peut trouver z,,y, dans D tel

1
que d(Tpn,yn) < — et d' f(x,), f (yn) > €, ce qui nous donne deux suites (z,,)
n

neN
€t (yn)es dans D telles que Timn (i, ga) = 0 et (& (f (n) S (30))) ey e
converge pas vers 0, ce qui n’est pas possible. ]

Ce résultat peut étre utilisé pour montrer qu'une fonction n’est pas uniformé-
ment continue sur D. Par exemple pour tout réel p > 1, la fonction f : x — aP est
continue non uniformément continue sur R*™* (exercice 2.10).

Une fonction uniformément continue f : D — F' transforme une suite de Cauchy
dans D en suite de Cauchy dans F. En effet, pour tout réel € > 0, il existe un réel
n>0telqued (f(x), f(y)) < e pour tous x,y dans D tels que d (x,y) < n et pour
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toute suite de Cauchy (z,), .y dans D, il existe entier n,, tel que d (z,,,2,) <7
pour tous m > n > ne, ce qui implique que d' (f (z,), f (z,)) < € et prouve que
(f (zn)),en est de Cauchy dans F.

Théoréme 2.31.

Soient J un sous-ensemble non vide de F et (G,d") un espace métrique.
La composée de deux fonctions uniformément continues f : D — J et
g:J — G est uniformément continue.

Démonstration Pour tout réel € > 0, il existe un réel ' > 0 tel que l'on ait
d" (g (u),g(v)) < e pour tous u,v dans J tels que d’ (u,v) < 7’ et il existe n € RT*
tel que d' (f (z), f (y)) < n' pour tous z,y dans D tels que d(z,y) < n, ce qui
nous donne d” (g (f (x)),9 (f (y))) < & pour tous x,y dans D tels que d (x,y) < 7.
L]

Le théoréme qui suit nous sera utile pour définir 'intégrale de Riemann des
fonctions réglées a partir de celle des fonctions en escalier (paragraphe 8.1).

Théoréme 2.32.

Si D est dense dans E et F est complet, alors toute fonction uniformé-
ment continue de D dans F se prolonge de maniére unique en une fonction
uniformément continue de E dans F.

Démonstration Soient D une partie dense de E et f : D — F une fonction

uniformément continue. Pour tout = € E, il existe une suite (z,,), .y d’éléments

de D telle que x = 1iIJ1;1 Ty. Cette suite est en particulier de Cauchy et il en
n—-+oo

est de méme pour la suite (f (2,)), oy car f est uniformément continue, donc

pour F' complet cette derniére suite converge vers un élément y de F. Si (yn),cn

est une autre suite de D qui converge vers x, on a alors liIJIrl d(xp,yn) = 0 et
n—-+0oo

lirf d (f(xn), f(yn)) =0, donc (f (yn)),en (qui est convergente) converge vers
n—+00

la méme limite que (f (2n)), ¢y On peut donc définir la fonction g : E — F' par

g(x) = lim f(x,) ol (z,),cy est une suite d’éléments de D qui converge vers
n——4oo

x. Pour x € D, prenant (x,), .y constante égale & x, on g(x) = f(z), donc g
prolonge bien f. Montrons que cette fonction g est uniformément continue. Pour
e > 0, il existe n > 0 tel que d' (f (z), f(y)) < € pour tous z,y dans D tels
que d(z,y) < n. Pour z,y dans E et (zn),cn, (Yn),eny dans D qui convergent
respectivement vers x et y, on a pour tout n € N :

d'(g(x),gW) <d (g(x),f(@n) +d (f(xn), fyn)) +d (f(yn) 9 ¥))

Vuquez = lm @, y= lm y,,g(z)= lUm f(z,)etg(y)= lUm_ f(yn),

il existe un entier ng tel que d(z,,x) < g, d (Yn,y) < g, d (g(x), f(z,)) <cet
d' (f (yn), g (y)) < & pour tout n > ng, ce qui implique que :

d(Tn,yn) < d(Tn, ) +d(2,y) +d(y,yn) < 2% +d(z,y) <n
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en prenant z,y tels que d (z,y) < g et nous donne au final d’ (¢ (z), g (y)) <e. La

fonction g est donc uniformément continue sur E. L’unicité de ce prolongement

est due au fait que si h est une autre fonction avec les mémes propriétés que g,

on a alors h(x) = lirf f(zn) = g(x) (avec des hypothéses claires) pour tout
n—-+00

ze k. [

Dans le cadre des fonctions d’une variable réelle, on a les notions particuliéres
de limite a gauche, a droite et a l'infini, ainsi que celles de continuité a gauche et
a droite, dont I’étude est faite au chapitre 6.

2.7 Continuité et compacité

Une fonction continue n’est pas nécessairement uniformément continue comme
le montrent les exemples des fonctions x — P sur R pour tout réel p > 1, mais
b
pour les fonctions définies sur un compact, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.33. Heine

Si K est un compact de E, alors toute fonction continue f : K — F est
uniformément continue sur K.

Démonstration Si f: K — F n’est pas uniformément continue, il existe alors

1
e € RT* et deux suites (25),cn 5 (Un)pen- dans K tels que d (2, yn) < —
’ n

et d (f(xn),f(yn)) > € pour tout n € N*. L’ensemble K étant compact, on
peut extraire deux suites (xw(n))n N et (yw(n))n N~ qui convergent respective-

ment vers x et y dans K. Mais avec d(2,,y,) < < —, on déduit que
n

v (n)
d(z,y) = nETood (mw(n),yw(n)) = 0, soit x = y, puis avec la continuité de f on
a nllgrloc d (f (x(p(n)) f (y¢(n))) = 0, ce qui est en contradiction avec le fait que

d' (f (2o(n)) > f (Ypn))) = € pour tout n € N*. n

Théoréme 2.34.

L image d’un compact par une application continue est un compact, ce
qui signifie que si K est un compact de E et f : K — F wune fonction
continue, alors f (K) est un compact de (F,d').

Démonstration Soit (y,), .y une suite dans f (K) avec y, = f () pour tout
n € N. De la suite (z,,) dans le compact K on peut extraire une suite (m@(n))

neN eN
qui converge vers un élément r de K et avec la continuité de f on déduit 7(Llue
nll}{r‘_loo Yo(n) = nEToof (o)) = f () € f(K), donc f(K) est compact. ]

Un compact étant borné, on déduit du théoréme précédent qu'une fonction
continue d’un compact K de E dans F' est bornée.
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Théoréme 2.35.

Soient K un compact de E et f: K — R une fonction continue. Cette
fonction est bornée et atteint ses bornes, ce qui signifie qu’il existe o, 8 dans

K tels que f (o) = mlg[f(f(x) et f(B) = Sg}lzf(x)

Démonstration f(K) étant compact est en particulier borné dans R et étant
non vide, il admet une borne inférieure m = in}f{ f(x) et une borne supérieure
e

M = sup f (x). Par définition de la borne inférieure m, pour tout n € N* on peut
rzeK

1
trouver x,, dans K tel que m < f (x,) < m+ — et de la suite (z,,),y ainsi définie
n

dans le compact K on peut extraire une sous-suite (xw(n))n eN qui converge vers

1
a € K. On adonc m < f (zpm) < m+ o) avec llgloogp(n) = +00, ce qui

n
nous donne avec la continuité de f, f (o) = lim f (a:w(n)) = m. On procéde de
n—-+oo
maniére analogue pour la borne supérieure. ]

Pour toute partie non vide D de E, on note C° (D, F') 'ensemble des fonctions
continues de D dans F.

Définition 2.22. Soient D une partie non vide de E et A une partie non
vide de C° (D, F). On dit que :

o A est équicontinue en o € K si pour tout réel e > 0, il existe un réel
1 > 0 (dépendant de € et de «) tel que :

(xeDetd(z,a)<n) = (VfeA d(f(x),f(a)) <e)

e A est équicontinue sur D, si elle équicontinue en tout point de D ;

o A est uniformément équicontinue sur D si pour tout réel ¢ > 0, il
existe un réel n > 0 (dépendant de €) tel que :

((z,y) € D* et d(z,y) <n) = (Vf€ A, d (f(2), [ () <e)

Exemples 2.8
e Une famille finie d’éléments de C° (D, F) est équicontinue.

o Pour tout réel A > 0, ’ensemble des fonctions A-lipschitzienne de D dans F
est uniformément équicontinue.

Théoréme 2.36.

Pour K compact de E, une partie non vide A de C° (K, F) est équicon-
tinue si, et seulement si, elle est uniformément équicontinue.
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Démonstration Que K soit compact ou pas, il est clair qu'une partie de C° (K, F')
uniformément équicontinue est équicontinue. Si A C CY (K, F) est équicontinue,
alors pour tout x € K et tout réel € > 0, il existe un réel n, . > 0 tel que pour
tout y € B(x,n,)NK et tout f € A,onad (f(x),f(e)) <e. Durecouvrement

ouvert K C U B (9:, 772,5) du compact K, on peut extraire un sous-recouvrement
rEK

n
: nwk,ﬁ) _ : Nay e
fini K C kL_JlB (:U;€7 — ) On note 7 1r§nkl£n - et on se donne z,y dans K

tels que d (x, y) <net fe A En désignant par k un entier compris entre 1 et n

tel que x € B (mk, 771;,6) NK,onad (f(x),[f(zr) <eet:

Ny e

d(y7xk) Sd(y,$)+d($,1’k) <77+ S%k,s

soit y € B (xk, Nup.e) et d (f (y), f (zk)) < &, ce qui nous donne :

d'(f (x), f(y) <d' (f (@), f (@) +d (f (zx), f (y) <2

et prouve que A est uniformément équicontinue. [

Pour la suite de ce paragraphe, on se donne un compact K de F.
Pour toutes fonctions f, g dans C° (K, F), la fonction ¢ : & — d' (f (z),g(x))
est continue sur le compact K. En effet, pour tout a € K et tout x € K, on a :

[ (7) — ¢ ()]
<|d' (f (x),g(x) =d (f (x),g ()| +|d (f(x),g(a) =d (f(a),g(a))]
<d (g(x),g(a)+d (f(z),f(a))

et pour tout e € R™*, il existe n € R™* tel que pour tout x € E tel que d (z,a) <7
on a :

d'(f(z),f(a)) <eetd (g(z),g(a)) <e

ce qui implique que |d' (f (z),g(x)) —d' (f (a),g(a))] < 2¢ pour tout = € E tel
que d(x,a) < n, soit la continuité de ¢ en a. La fonction ¢ est donc majorée sur
le compact K et atteint sa borne supérieure, ce qui permet de définir :

doo (f,9) = sup d' (f (z),g (x))

reK

Théoréme 2.37.
Lapplication dw, est une distance sur C° (K, F) et pour F complet, l’es-

pace métrique (CO (K, F), doo) est complet.

Démonstration Du fait que d’ est une distance sur F, on déduit facilement
que d est une distance sur C° (K, F). Soit (f,), ey une suite de Cauchy dans
(CO (K,F), doo) . Pour tout € > 0, il existe n. € N tel que :

Vn > ne,Vm > n.,Vr € K, d/(fm(f)vfn(x))<5 (23)
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donc pour tout x € K, la suite (f, (x)),, ¢y est de Cauchy dans F et en conséquence
convergente vers un élément f (z) de F, dans le cas ou cet espace est complet.
Faisant tendre m vers l'infini dans (2.3), on déduit que :

Vn>n., Ve e K, d (f(x), fn(x)) <e¢ (2.4)

(continuité de z € F +— d'(z, fn (z)) & = et n fixés). Pour tout a € K et tout
r € K,ona:

d'(f (), f (@) <d (f (@), fo. () +d (fr. (), fo. (@) +d' (fr. (@), ] (@)
<2 +d (fo. (), fo. (@)

et pour tout ¢ € RT* il existe n € R™* tel que d' (fn. (x), fu. (@) < & pour
tout © € E tel que d(z,a) < n (continuité en « de f,_), ce qui implique que
d (f(z), f(a)) < 3¢ pour tout € E tel que d(z,«) < 1, soit la continuité de
f en a. La fonction f est donc dans C° (K, F) et les inégalités (2.4) se traduisent
par de (f, fn) < € pour tout n > n., ce qui signifie que (f,), oy converge vers f
dans C° (K, F) . En conclusion, (C° (K, F),d) est complet. [

Une suite d’éléments de C° (K, F') convergente pour dy, est dite uniformément
convergente. Voir le paragraphe 5.1 pour une étude détaillée des suites de fonctions
Sur un espace norme.

Théoréme 2.38.

Soient A une partie non vide de C° (K, F) équicontinue et (fy), ey une
suite d’éléments de A. Cette suite converge dans (CO (K, F),doo) si, et
seulement si, pour tout x € K la suite (f, (v)),cy converge dans I (la
convergence uniforme est équivalente a la convergence simple).

Démonstration Si la suite (fy), oy converge vers f dans C° (K, F), on a alors
lim du (fo /) = 0 ot ave @ (7, (), (1)) < doe (f, f) powr tout & € K

n—-+0oo

et tout n € N, on déduit que lirf fn () = f(x) dans F pour tout z € K.

n—-+0oo
Réciproquement, on suppose que pour tout z € K, il existe un élément f (x) de F’
(unique) tel que lirf fn () = f(z). Comme les fonctions f, sont toutes dans
n—-+oo

A qui est équicontinue, donc uniformément continue, pour tout € > 0 il existe

n > 0 tel que pour tous z,y dans K tels que d(z,y) < n et tout n € N, on a

d (fn(x), fn(y)) < &, ce qui implique que :

d(f (), f (W) <d (f (@), fo (@) +d (fu (@), fu W) +d (fn (W) f (1)
<d (f (@), fn (@) +e+d (fn ), f(®)

et faisant tendre n vers l'infini, il en résulte que d' (f (x), f (y)) < & pour tous
x,y dans K tels que d(x,y) < 7, ce qui signifie que f est uniformément continue,
donc dans C° (K, F). Comme K est compact, il est précompact (lemme 2.1) et
peut donc étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon 7, ce qui

-
signifie qu’il existe x1,--- ,x, dans K tels que K C UB (zk,n), donc pour tout
k=1
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reKetke{l,---,r} tel que z € B(xy,n), on a pour tout n € N :
d' (fo (@), f(2)) < d' (fo (@), fn(zk) +d (fn (z5), f(zx) + & (f (k). f (2))
<2 +d (folar), f(xr)) <26+ d (fulz)), f(2))

j=1

ce qui implique que pour tout n € N on a de (fn, f) < 26+ Zd’ (fn (zj), f(z5))
j=1

avec lim Zd’ (fn (z;), f (z;)) =0, ce qui nous assure de l'existence d’un entier

n—+00 4 7

j=
ne tel que dog (fn, f) < 3¢ pour tout n > n. et signifie que (f,), oy converge vers
f dans C° (K, F). m

Théoréme 2.39. Ascoli

Soit A une partie non vide de C° (K, F). Pour F complet, A est relative-
ment compacte dans (CO (K, F) ,doo) si, et seulement si, elle est équiconti-
nue et pour tout x € K l'ensemble A (x) = {f (z), f € A} est relativement
compact dans F.

Démonstration On suppose que A est relativement compacte dans 1’espace mé-
trique complet (CO (K,F), doo) , donc précompacte (corollaire 2.2), ce qui signifie
que pour tout réel & > 0, il existe des fonctions fi,--- , f, dans C° (K, F) tels que

n

AC UB (fx,€), donc pour toute fonction f € A il existe un entier k compris
k=1

entre 1 et n tel que do (f, fi) < €, ce qui implique que pour tout z € K, on a

d (f(x), fr(z)) <e,soit f(z) € B(fr(x),e). Onadonc A (z) C UB(fk (x),¢)
k=1

pour tout & € K, ce qui signifie que A (z) est précompact dans F' (e > 0 est quel-
conque) et en conséquence relativement compact puisque F est complet (corollaire
2.2). D’autre part, chaque fonction fi, qui est continue sur le compact K est uni-
formément continue, donc il existe un réel n > 0 tel que d' (f (x), fr (y)) < €

pour tous z,y dans K tels que d (z,y) < 1. En posant n = 121}32 Nk, pour toute
n

fonction f € A et k entier compris entre 1 et n tel que do (f,_fk_) < g, on a pour
tous z,y dans K tels que d (z,y) <n :

d'(f (@), f () <d (f (@), fu (@) +d" (fe (@), fe () +d' (fx (), f (y)) < 3¢

ce qui nous dit que A est équicontinue. Réciproquement, on suppose que A est
équicontinue et que chaque A (z) est relativement compact. Il s’agit alors de mon-
trer que toute suite (fy,), .y d’éléments de A admet une valeur d’adhérence dans
C° (K, F) (théoréme 2.15). Le compact K étant séparable (théoréme 2.16), on
se donne une partie dénombrable D = {x,, n € N} C K dense dans K. L’en-
semble A (xzg) = {f (z0), f € A} étant relativement compact dans F, on peut

extraire de (yn)neN = (fn (a:o))neN une sous-suite (y%(n))neN = (f%(n) (xo))neN
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convergente vers un élément f (zo) € F. De la suite (2n),cn = (fioo(n) (xl))neN
dans l’ensemble relativement compact A (z1), on peut extraire une sous-suite
(Z<P1("))neN (fo0001(n) (gcl))neN convergente vers un élément f (x1) € F, la suite
(fo0001(n) (xo))neN extraite de (fp,(n) (xo))neN étant convergente vers f (x). Par
récurrence, on peut donc définir une suite (), oy de fonctions strictement crois-
santes de N dans N telle que :

VYm € N, Vk € {0, s 7m}7 ll)r_"l_l fapoo 0Qm (n) (.’L’k) f(xk)

La fonction ¢ : m € N @go---0¢, (n) € N est alors strictement croissante. En
effet pour toute fonction strictement croissante ¢ : N — N, on a ¢ (k) > k pour
tout k£ € N, ce qui nous donne pour n < m dans N :

w(n) <@oo---opy(m)<@oo---0ppyr(m) < - < go---0py(m)=p(m)

(les ¢y, étant strictement croissantes, il en est de méme de pgo-- -0, ). Pour tout
m € N, on a alors :

ngrf fgo(n) (l’m) = Erf fapoo 0y (n) (‘Tm) = f(xm)
puisque la suite (f%o «on (n) (xm))n>m est extraite de (f%o o () (acm))n>m
On vérifie alors que la fonction f ainsi définie sur D est uniformément continue.
L’ensemble A qui est équicontinue sur le compact K est uniformément équiconti-
nue, donc pour tout réel € > 0, il existe un réel n > 0 tel que d’ (g (z),9(y)) <€
pour tous z,y dans K tels que d (z,y) < n et tout g € A, ce qui implique que pour
tous les entiers p, g tel que d (zp,z4) <7, on a pour tout n € N :

d' (f (zp). f (24))

< d (f (ajp) 7fgo(n) (xp)) + d (fga(n) (pr) 7fga(n) (xq)) + d (fga(n) (xq) ’ f (xq))

<d (f (mp) 7f<p(n) (xp)) +e+d (f@(n) (mq) o (xq))
ce qui nous donne en faisant tendre n vers Uinfini, d' (f (zp), f (z4)) < e. Donc
f est uniformément continue sur D qui est dense dans K, ce qui permet de la
prolonger en une fonction f uniformément continue sur K (théoréme 2.32). Il reste
enfin a vérifier que la suite (fW(”))neN converge vers f dans C° (K, F) . L’ensemble

AU{f} étant équicontinu, il nous suffit de montrer que pour tout x € K, on a
11111 fom) (x) = f (). Par équicontinuité de AU {f}, pour tout réel ¢ > 0, il
n—-+oo

existe un réel > 0 tel que d’' (g (z),g(y)) < e pour tous z,y dans K tels que
d(z,y) <nettout g€ AU{Sf}, donc pour z € K et m € N tel que d (z,z,,) <17
(densité de D dans K), on a pour tout n € N :

< d (f«p(n) (x) »fap(n) (xm)) + d (fcp(n) (xm) ) f (xm)) + d (f (xm) ) f (.%'))
<2+ d (fap(n) (xm) f (xm))

avec lim d (fon) @m) [ (@m)) = d' (f (Xm), f (xm)) = 0, ce qui nous assure
( <3

1’ex1stence de n. € N tel que d’ (fga ), f (x)) € pour tout n > n. et permet
de conclure. [
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2.8 Un théoréme de point fixe

Pour ce paragraphe, (E,d) est un espace métrique complet, F' un fermé non
vide dans E et f une application de F' dans E. Dans le cas ou f (F) C F, on dit
que F' est stable par f.

Définition 2.23. On dit que f est strictement contractante s’il existe une
constante A € [0, 1] telle que :

V(z,y) € F?, d(f (@), f () < M (z,y)

Une fonction contractante f : F — FE est en particulier lipschitzienne, donc
uniformément continue.

Pour A = 0, la fonction f est constante.

Dans le cas ou F' est stable par f, on peut définir pour tout x € F' la suite
(7n), ey d’éléments de F' par 29 = = et x,41 = f(2,) pour tout n € N et on
dit que cette suite est I'orbite dans F' de x suivant f. Elle est aussi définie par
z, = f™(z) pour tout n € N ou f™ = fo---of est la n-iéme itérée de f (en

—
n fois
convenant que f0 = Id).

Lemme 2.4 Si une orbite suivant f : F' — F converge, sa limite o est alors dans
F et si de plus la fonction f est continue sur F, on a alors f(a) = a.

Démonstration Si lirf T, = a, on a alors a € F puisque cet ensemble est
n—-+0oo

fermé et pour f continue sur F, ona o= lim z,.1 = lim f(z,)=/f(a). =
n—-+4o0o n—+4oo

l Définition 2.24. On dit que a € F est un point fize de f, si f (a) = a.

La seule hypothése de continuité de f n’assure pas la convergence d’une orbite.
Par exemple pour f (z) = —x sur [—1,1] on a x,, = (—1)" ¢ pour tout n et cette
suite est divergente pour xgy # 0.

La fonction indicatrice de Q fournit un exemple de fonction discontinue en tout
point de R (I'un des exemples 2.5) pour laquelle toute orbite (z,), .y converge
vers I'unique point fixe de f, a savoir 1. En effet pour o € Q, on a z,, = 1 pour
tout n > 1 et pour 9 ¢ Q on a x; = 0 et x,, = 1 pour tout n > 2, donc dans tous

les cas lim =z, = 1.
n—-+oo

Théoréme 2.40. Picard

Si f : F — F est une application \-contractante avec X € [0,1[, elle
admet alors un unique point fize o dans F et ce point fize est la limite de
toute orbite (zn),cy suivant f. Une magjoration de I’erreur d’approvimation
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)\n
1-A

de a par les x,, est donnée par d (o, x,) < d (z1,x0) pour tout n € N

(la convergence est géométrique ).

Démonstration Pour I'existence d’un point fixe, on vérifie qu'une orbite (),
est de Cauchy dans l'espace métrique complet (E,d). Pour ¢ > p > 0 entiers, on
a en utilisant I'inégalité polygonale :

d (g, vp) < d (g, Tg-1) + +d(Tpt1,2p)
avec pour tout k > 1 :
d(zii1,20) = d(f (k) , f (2r-1)) < M (Th, Tp—1) < -+ < A¥d (21, 20)

ce qui nous donne :

AP (1 — NP
d(zg,zp) < Z/\k d(xi,x0) = %d(m,ﬂ?o)
k=p
AP d
< 7
<71 (z1,%0) bt 0

puisque A € [0,1[. On a donc ainsi montré que la suite (z,,),cy est de Cauchy
dans (E,d) et en conséquence, elle converge vers un élément « € F puisque E est
complet et F fermé dans E. Avec la continuité de f, on déduit que f () = «, c’est-
a-dire que « est un point fixe de f. Faisant tendre ¢ vers 'infini dans la majoration
AP

précédente (pour p fixé) on obtient la majoration d («, x,) < ﬁd(:cl,xo). Si
B € F est un autre point fixe, on a alors d (o, ) = d(f («), f(8)) < Ad(«, 5) et
nécessairement « = 3 puisque A € [0, 1]. [

Si (E,d) est un espace métrique complet et F' une partie fermée de FE, une
application f : F — F telle que d(f (z), f (v)) < d(z,y) pour tous & # y dans
F n’a pas nécessairement de point fixe dans F' comme le montre ’exemple de la

1

fonction f:zx— vVz2+1lsur Rt ou f:x— o+ 1+ 7 sur RT. Mais dans le

T+
cas ou F' est compact on a le résultat suivant.

Théoréme 2.41.

Soit K un compact dans un espace métrique (E,d) (non nécessairement
complet) et f : K — K telle que :

V(z,y) € K2 (x#y=d(f(2),f ) <d(zy))

La fonction f admet un unique point fize dans K et ce point fixe est limite
de toute orbite suivant f.

Démonstration La fonction f qui est lipschitzienne est en particulier conti-
nue. L’application z +— d(f (x),x) étant continue sur le compact K et a valeurs



Un théoréme de point fixe 69

réelles, il existe o € K tel que d(f (o), ) = ig}f{d (f (z),z) (théoréme 2.35). Si

f(a) #a,onaalors d(f (), f(f(x)) <d(o, f(a)) avec f(a) € K, ce qui est
contradictoire avec le caractére minimal de o. On a donc f () = . Si 8 # « est
un autre point fixe de f, on a alors d (o, 8) = d(f (), f(B)) < d(a, ), ce qui
est impossible. En conclusion, f admet un unique point fixe dans K. Soit (2,),,cy
une orbite associée a f. Si il existe ng € N tel que x,, = «, la suite est alors sta-
tionnaire sur «, donc convergente vers . On suppose donc que z,, # « pour tout
n € N. Dans ce cas, on a 0 < d (zp41,) =d(f (zn), f (o)) < d(2y, ) pour tout
n € N, c’est-a-dire que la suite réelle (d (2, @)), oy est strictement décroissante
minorée par 0, donc convergente vers un réel d > 0. La suite (z,,),cy étant dans
le compact K, on peut en extraire une sous-suite (2, (,)) ui converge vers
€K etona:

d(f(B), )= lim d(f(zem),e)= lMm d(wma)=d

et S # a entraine d = d(a, f(B)) = d(f(a),f(B)) < d(a,8) = d, soit une

impossibilité. On a donc 8 = a et d = 0, c’est-a-dire que lim =z, = a. ]
n—-+00

neN q

Il peut arriver que la fonction f : F' — F' ne soit pas strictement contractante,
mais que I'une de ces itérées fP = fo---o f avec p > 2 le soit. Dans ce cas on a
—_——

p fois
encore existence et unicité du point fixe de f comme limite de toute orbite.

Théoréme 2.42.

Si f : F — F est telle que l'une de ses itérées fP pour p € N* soit
strictement contractante, elle admet alors un unique point fize dans F limite
de toute orbite.

Démonstration L’application fP qui est aussi strictement contractante sur le
fermé I dans I'espace métrique complet E admet un unique point fixe o € F.
De fP (o) = a on déduit que fP(f(a)) = f(fP (@) = f(«a) et f(«) est aussi
point fixe de fP. On a donc f(a) = « du fait de 'unicité du point fixe de fP.
L’application f admet donc un point fixe dans F. En considérant que tout point
fixe de f est aussi point fixe de fP, on déduit que ce point fixe est unique dans F.
Si (zn),cy est définie par zg € E et 2,11 = f (2,) pour tout n € N, on a alors
Tppir = [P (x0) = (fP)" (f" (z0)) pour tout r € {0,---,p— 1} et tout n € N,
c’est-a-dire que (Znp+r) ;e st une orbite suivant f7 de valeur initiale f” (o). On

a donc lir_irrl Tpptr = a pour tout r € {0,--- ,p— 1} ce qui équivaut a dire que
n—-+0oo
lim x, = « (exercice 2.7). ]
n—+4oo
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2.9 Continuité et connexité

Définition 2.25. Un sous-ensemble non vide C de E est conneze si la
condition C € 01 U Oy avec Oy, Oy ouverts de E tels que CN O N Oy = ()
entraine CN 01 = 0 (et donc C C O3) ou CN Oy = P (et donc C C Oy),
c’est-a-dire que C ne peut s’écrire comme réunion disjointe de deux ouverts
de C.

Le résultat qui suit ainsi que son corollaire sont souvent utiles pour montrer
qu’un ensemble est connexe.

Théoréme 2.43.

Si f est une fonction continue de E dans F, alors pour tout connexe C
de E, l'image f (C) est connexe dans F.

Démonstration Soient C une partie connexe de E et ' = f(C). Supposons
qu'il existe deux ouverts Oy, Oy de F tels que ¢’ C O1 U Oy et C' N O N Oy = 0.
On a alors C C f~1(C") C f~1(O1) U f71(O2) avec f~1(O1), f~1(O2) ouverts
dans E et CN f~1(O1) N f~1(02) =0, ce qui entraine que C N f~1 (O1) = 0 ou
CNf~1(O) =0 et donc que C'N Oy =P ou C'N Oy = (). L’ensemble C’ est donc
connexe dans F. [

Corollaire 2.4. Une partie C de (E,d) est connexe si, et seulement si,
toute application continue de C dans {0,1} est constante.

Démonstration Soient C connexe dans E et f : C — {0, 1} continue. L’ensemble
£ (C) est connexe non vide dans R contenu dans {0, 1} et ¢’est nécessairement {0}

1

2071272
signifie que f est constante. Réciproquement si C n’est pas connexe il existe deux
ouverts 01,05 de E tels que C C O1 U0 avec CNO1NOy =0, CNO;y # et
CN Oy # (. La fonction caractéristique de O, définie par f(z) = 1siz € O et
f(x) = 0 sinon est alors continue de F dans R a valeurs dans {0,1} (si O est un
ouvert de R,ona f~1(0)=0;sil€Oet f71(O)=0ou f~1(O) = Oy sinon)
et non constante sur C (pour z € CNO; #Pona f(x) =1et pourz € CNOy # 0
ona f(z)=0). n

1 3
ou {1} puisque {0, 1} n’est pas connexe (en effet {0,1} C } -1, - {U {) ce qui

Corollaire 2.5. SiC est une partie connexe de E, son adhérence C est
alors conneze.

Démonstration Si f est une application continue de C dans {0, 1}, sa restriction
au connexe C est alors constante (puisgue également continue) et par densité la
fonction f est également constante sur C. ]
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Théoréme 2.44.

Une réunion de connexes de E d’intersection non vide est connexe.

Démonstration Soit (C;);.; une famille de connexes de E et C = UCi. Si
iel

f: C — R est une application continue a valeurs dans {0, 1}, alors pour tout ¢ € T

la restriction de f a C; qui est également continue est constante égale & ~; puisque

C; est connexe. Pour = € ﬂCi (cette intersection est supposée non vide), on a

iel
f(x) = ~; pour tout i € I, les 7; sont donc tous égaux et f est constante sur C.
L’ensemble C est donc connexe. ]

Définition 2.26. On dit qu’une partie C de E est connexe par arcs, si
pour tout couple (a,b) d’éléments de C il existe une application continue 7
de [0, 1] dans A telle que v (0) = a et v (1) = b (deux points quelconques de
A peuvent étre joints par un arc continu dans A).

Théoréme 2.45.
Un ensemble connexe par arcs dans E est connezxe.

Démonstration SiC est connexe par arcs dans E, pour a € C fixé en désignant
pour tout x € C par -, un arc continu joignant les points a et x dans C, on a

alors C = U vz ([0,1]), avec v, ([0, 1]) connexe pour tout = € A, comme image

zeA
du connexe [0, 1] par 'application continue ~,, ce qui implique que C est connexe
comme réunion de connexes ayant tous en commun le point a = 7, (0) . |

Contrairement a ce qu’il se passe pour 'adhérence, 'intérieur d’un connexe n’est
pas nécessairement connexe. Par exemple, dans I'espace euclidien R?, I’ensemble
C = {(z,y) €R%, x#0} U{(0,0)} est connexe (il est connexe par arcs, donc

[e]

connexe et son intérieur C = {(z,y) € R?, z # 0} est non connexe.

2.10 Espaces topologiques

1'Une structure topologique sur E est définie par la donnée d'un ensemble 7 de
parties de E tel que :

e () et I sont dans T ;
e si 07 et Oy sont dans T, leur intersection @1 N O est alors dans T ;

e si (0;),c; est une familles d’éléments de 7, leur réunion est alors dans 7.

1. Assez curieusement, les espaces topologiques ne sont pas au programme de 'agrégation
interne ou externe!
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Le deuxiéme axiome équivaut a dire qu'une intersection finie d’éléments de T
est dans T .

Les éléments de T sont appelés ouverts de E et I'ensemble £ muni de cette
structure topologique est appelé espace topologique. Un tel espace topologique est
noté (E,T). Pour T fixé, on notera simplement F un tel espace.

Exemples 2.9

e La famille {0, E} définit la topologie grossiére sur E et est sans grand intérét.
e La famille P (E) des parties de E définit la topologie discréte sur E.

e Si (E,d) est un espace métrique, la famille de tous les ouverts de E pour
cette distance d définit alors une structure topologique sur E dite associée a
la structure métrique. La topologie associée a la distance discréte (d (xz,x) =0
et d(z,y) =1 pour x # y) est la topologie discréte.

e Si D est une partie non vide de E, la famille Tp = {DNO, O €T} des
traces sur D des ouverts de E définit une topologie sur D dite topologie
induite.

Pour la suite de ce paragraphe, E est un espace topologique, 7 désignant la

famille des ouverts correspondants.

Définition 2.27. On appelle voisinage d’un point a de E toute partie V
de F qui contient un ouvert qui contient a.

On vérifie facilement qu'une partie de E est ouverte si, et seulement si, elle est
voisinage de chacun de ses points.

Définition 2.28. On dit qu’un sous-ensemble F de E est un fermé si son
complémentaire F \ F est un ouvert.

La famille U des fermés de E vérifie les propriétés suivantes :
e () et F sont dans U ;
e une réunion finie d’éléments de U est dans U ;

e l'intersection d’une famille d’éléments de U est dans U.

Définition 2.29. Un espace topologique E est dit séparé, si pour tous
points x # y dans F, il existe un voisinage V, de x et un voisinage V, de y
sans point commun (axiome de Hausdorff).

Dans un espace topologique séparé un singleton {z} ou un sous-ensemble fini,
sont des fermés.

Exemples 2.10

e Un ensemble E muni de la topologie grossiére n’est pas séparé car 'unique
ouvert non vide est F.
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